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Vorwort 

Sei t Bekanntwerden "schneller" Algori Uunen haben orthogonale Transformatio­

nen in der digitalen Signalverarbeitung zunehmend an Bedeutung gewonnen. 

Ausgehend vom "klassischen" Cooley-Tukey-Algorithmus der diskreten Fourier­

Transformation wurde eine Vielzahl anderer Algori thmen mit dem Ziel ent­

wickelt. den Rechenaufwand weiter zu reduzieren. So entstanden z.B. der 

Primfaktor-Algorithmus. der Winograd-Algorithmus und der Split-Radix-AIgo­

rithmus der DFT. AuBerdem wurden schnelle Algorithmen fur andere Transforma­

tionen. wie die Walsh-. Haar-. Cosinus-Transformation etc. bekannt. Viele 

dieser Transformationsalgorithmen kennen vom Rechner stufenweise. d.h. in 

Iterationen abgearbeitet werden. so daB La. eine speichersparende "in­

place"-Verarbeitung mOg~ich ist. 

Wegen der rasanten Entwicklung auf dem Gebiet der digitalen Bildverarbeitung 

hat das Interesse an zweidimensionalen Orthogonaltransformationen in letzter 

Zeit stark zugenommen. Infolgedessen entstanden zahlreiche Algorithmen fur 

2D-Transformationen. Haufig wird hierbei von der Separierbarkeit in Zeilen­

und Spal tentransformationen Gebrauch gemacht. Es hat sich jedoch gezeigt. 

daB anders geartete Algorithmen (z.B. die Berechnung aus Koeffizienten nie­

drigerer Ordnung) vorteilhafter sein kennen. 

Vor dem Hintergrund der Verfugbarkeit von integrierten Schaltungen zur 

DurchfUhrung orthogonaler Transformationen gewinnt die Signalverarbeitung im 

Transformationsbereich eine neue Dimension. Die Moglichkeit. spezielle 

Transformationsalgorithmen als (semJ-) kundenspezifische integrierte Schal­

tungen zu realisieren. laBt die Kenntnis bestehender Algorithmen sowie der 

ihnen zugrunde liegenden Prinzipien besonders aktuell erscheinen. 

Mit diesem Buch werden mehrere Ziele verfolgt: Nach einer Ubersicht uber die 

wichtigsten Orthogonaltransformationen (Kapitel 2) werden einige grundsatz-
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liche Probleme der diskreten "schnellen" Transformations-Algorithmen behan­

delt (Kapitel 3). Dazu ziililen u.a.: KomplexiUi.t. Berechnungs-Strategien 

(z .B. direkte und indirekte Berechnung der Transformationskoeffizienten). 

Anwendung der Restklassenari thmetik. Faktorisierung der Transformationsma­

trizen sowie der Zusammenhang zwischen der Iterationsfolge und der Reihen­

folge von Objektdaten und Koeffizienten. FUr zweidimensionale Transformatio­

nen treten weitere Fragestellungen hinzu. wie Separierbarkeit. ZuruckfUhrung 

auf eine eindimensionale Transformation. hierarchische Berechnung. etc. (Ka-

piteI5). 

Basierend auf diesen aligemeinen Uberlegungen werden die wichtigsten AIgo­

rithmen fur ein- und zweidimensionale Orthogonaltransformationen (Kapitel 4 

und 6) vorgestellt. Dabei wird auf eine vereinheitlichte Terminologie Wert 

gelegt. sowohl bei den Herieitungen wie bei den zugehorigen SignalfluBgra­

phen. 

Anwendung finden die hier vorgestellten Transformationsalgorithmen in Pro­

grammen fur Allzweckrechner. Mikro- oder Signalprozessoren oder fur spe­

zielle Transformations-Hardware. 1m ersten Fall werden die Programme i.a. in 

einer Hochsprache geschrieben. wiilirend Mikro- und Signalprozessoren haufig 

in ihren Assembler-Sprachen programmiert werden. Insbesondere bei der Trans­

formation gro13erer Blldmatrizen konnen jedoch die Verarbeitungszeiten be­

trachtlich sein. Deshalb ist man bemUht. hierfur spezielle parallelverarbei­

tende Architekturen zu entwickeln. Abschlie13end (Kapitel 7) werden Hinweise 

auf die Implementierung der Algorithmen in Software und Hardware gegeben. 

Dieses Buch wendet sich in erster Linie an Ingenieure und Student en der In­

formationstechnik. aber auch an Informatiker und Wissenschaftler anderer 

Disziplinen. die vor der Aufgabe stehen. einen geeigneten Algorithmus einer 

ein- oder zweidimensionalen Transformation in Software oder Hardware zu im­

plementieren. Wegen der Erorterung einiger allgemeiner Gesichtspunkte mag 

das Buchauch fUr diejenigen von Nutzen sein. die sich mit der Entwicklung 

neuer Algorithmen befassen. 

Herrn Prof. Dr. P. Noll. Institut fUr Fernmeldetechnik der TU Berlin. danken 

wir vielmals fur seine FOderung bei der Erstellung des Manuskripts. Wir dan­

ken gleichfalls Herrn Prof. Dr. A. Wasil jeff • Institut fUr Telekonmunika-
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tionstechnik der Universitat Bremen !ur !ruchtbare Diskussionen sowie Frau 

Ch. Stinner !ur die graphische Gestaltung. Ein besonderer Dank gebUhrt Herrn 

Dr. James W. Cooley. IBM T. J. Watson Research Center. Yorktown Heights. NY. 

der es trotz drangender Termine erm6glichte. unser Manuskript durchzusehen 

und Anregungen zu einigen Verbesserungen zu geben. 

Bremen. FrUhjahr 1990 

Berlin 

Philipp W. Besslich 

Tian Lu 
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1 Einftihrung 

1.1 Anwendungsbereiche von Orthogonaltransfonnationen 
in der Signalverarbeitung 

Gegenstand dieses Buches sind Algorithmen diskreter Transformationen fur die 

digitale Signalverarbeitung. 1m Vordergrund des Interesses stehen dabei die 

orthogonal en (bzw. linitaren) Transformationen. Ein- und zweidimensionale 

diskrete Orthogonaltransformationen sind als Hilfsmittel in der Signalverar­

beitung weit verbreitet. Da sie auf modernen Rechnern effizient eingesetzt 

werden konnen. sind sie auch aus vielen anderen Bereichen der Natur- und In-

genieurwissenschaften nicht mehr !ortzudenken. In der digitalen Bildverar­

beitung spielen zweidimensionale Trans!ormationen eine wichtige Rolle. Eine 

Sonderstellung nehmen auch hier die umkehrbar eindeutigen Trans!ormationen 

ein. da durch sie keine Informationsreduktion eintri tt. sondern lediglich 

eine aquivalente Darstellung gewonnen wird. 

Bevor wir auf die Anwendungsmaglichkeiten orthogonaler Transformationen ein­

gehen. muJ3 eine geeignete Terminologie eingeflihrt werden .. Durch die Trans­

formationen werden Daten eines Objektbereichs in einen TransfoTTTllLtionsbe­

reich uber!lihrt. Der Objektbereich kann verschiedener Natur sein: Er kann 

nicht nur ein- oder mehrdimensional sein. sondern auch von verschiedener 

physikalischer Dimension. Eindimensionale Transformationen werden in der 1n­

formationstechnik haufig auf Zeitfunktionen angewandt. Falls es.sich urn eine 

Fourier-Transformation handelt. hat die Variable des Transformationsbereichs 

die Dimension einer Frequenz. Selbstverstandlich braucht der Objektbereich 

einer eindimensonalen Fourier-Trans!ormation nicht der "Zeitbereich" zu 

sein. Dann ist jedoch die Anwendung des Begri!fs Frequenz mit der Dimension 

S-l im Trans!ormationsbereich nicht gegeben. 1st der Objektbereich etwa der 

Ortsbereich. so ist die Dimension des Transformationsbereichs m- 1 • z.B. Li-
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nienpaare pro mm. In diesem Fall spricht man haufig von Ortsfrequenz. Es ist 

weiterhin zu beachten. daB der Begriff der (zeitbezogenen) Frequenz nur fur 

trigonometrische Basisfunktionen erklart ist. Er ist deshalb auf die Walsh-. 

Haar- und andere nicht-trigonometrische Basisfunktionen nicht anwendbar. FUr 

diese Art der (Basis-) Funktionen wurde deshalb der Begriff Sequenz vorge­

schlagen [1.1]. Diese ist als die halbe Anzahl der Nulldurchgange pro Ein­

hei t des Objektbereichs definiert. Entsprechendes gilt gleichermaBen fur 

mehrdimensionale Transformationen. Eine wichtige Anwendung betrifft die 

zweidimensonalen Transformationen in der Bildverarbei tung [1.2]. Hier ist 

der Objektbereich ein zweidirnensionaler Ortsbereich. der Transformationsbe­

reich ist der ebenlalls zweidimensionale Ortsfrequenzbereich. Den manchmal 

verwendeten Begriff "Bildbereich" vermeiden wir wegen der damit verbundenen 

Moglichkeiten der Konfusion. 

In diesem Buch behandeln wir ausschlieBlich diskrete Translormationen. Es 

wird also vorausgesetzt. daB ein ein- oder mehrdimensionales Signal bereits 

in abgetasteter Form vorliegt. Zwar sind die meisten Signale. auf die die 

hier behandelten Transformationen angewandt werden. analoger Natur. FUr die 

rechnerische DurchfUhrung der Transformation wird jedoch eine digitale Va­

riante benotigt. Zu ihrer Erzeugung ist eine Abtastung im Objektbereich und 

eine Quantisierung der Funktionswerte erforderlich. Auf die hierdurch ent­

stehenden Quantisierungsfehler sowie auf Fehler durch Verletzung des Abtast­

theorems (Aliasing) und durch die nicht-ideale (technische) Abtastung wird 

hier nicht eingegangen. Wir set zen also die Existenz von N quantisierten Ab­

tastwerten (oder Stutzstellen) fur eine eindimensionale (1D-) Transforma­

tion. bzw. von N1xN2 Abtastwerten fur eine 2D-Transformation voraus. Durch 

die Transformation werden im allgemeinen N bzw. N1xNz Transformationskoeffi­

zienten erzeugt. 

Der Anwendungsbereich orthogonaler Transformationen ist weit gespannt. Man 

uberblickt die vielschichtigen Anwendungsm6g1ichkeiten vielleicht am besten. 

indem man sich die verschiedenen Interpretationsm6g1ichkeiten linearer und 

speziell orthogonaler Transformationen vor Augen halt. Eine dieser Interpre­

tationen kann man direkt aus ihrer Definition ablesen (vgl. (1.1». Diese 

allgemeinste Art der Darstellung lauft auf eine Reihenentwicklung des Si­

gnals nach orthogonalen Basisfunktionen hinaus. Dabei geben die Transforma­

tionskoeffizienten an. mit welchem Anteil die zugehorigen Basisfunktionen im. 
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XZ,Z 

Xm,n .. 
XH,N 

B~,N H N 

-j'" 
Bild 1.1. Schemalische Darslellung einer zweidimensionalen Funktion F (Bild) 

durch eine Sumne von zweidimensionalen Basisfunktionen B der Gewichte 
m.n 

X 
m,n 

Signal enthalten sind. Ein Beispiel der Zerlegung eines 2D-Signals in seine 

Basisbilder zeigt Bild 1,1. Man erkennt, daB die Koeffizienten ein MaB fur 

die Ahnlichkei t des Signals mit den jeweiligen Basisbildern darstellen. 

Hieraus folgt z .B. die Moglichkei t. Transformationskoe!!izienten fur die 

Klassifikation von Mustern heranzuziehen. z.B. in Form der sogenannten Fou­

rier-Deskriptoren. 

Eine andere Betrachtungsweise ist die weit verbreitete Darslellung der 

Transformationskoeffizienten als Frequenzspektrum. Sie ist eng verknup!t mit 

der Theorie der Frequenzfilter (Tiefpasse. Hochpasse. usw.) [1.3]. [1.4]. 

Streng genommen ist diese Betrachtungsweise nur auf die Fourier-Transforma­

tion von (eindimensionalen) Zei t!unktionen anwendbar. Jedoch kann man sie 

durch geeignete De!initionen auch au! andere FaIle erweitern. z.B. au! Orts­

!requenzen von (zweidimensionalen) Bildsignalen [1.5]. Eine analoge Erweite­

rung auf nicht-trigonometrische Trans!ormationen ist das Sequenz-Spektrum 

[1.6]. Diesbezugliche Anwendungen der Orthogonaltransformationen liegen au! 
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dem Gebiet des ein- oder mehrdimensionalen Filterentwurfs, z.B. von zweidi­

mensionalen Digitalfiltern fur die Bildverarbeitung. 

Eine weitere Variante in der Betrachtungsweise orthogonaler Transformationen 

ist die Koordinatentransformat!on.Die Objektdaten konnen als N-dimensiona­

ler Vektor interpretiert werden. Man beachte, daB die "Dimensionalitat" die­

ses Vektors gleich der Anzahl der Abtastwerte ist und nicht mit der eigent­

lichen physikalischen Dimension des Objektbereichs verwechselt werden darf. 

Die Anwendung einer orthogonal en Transformation auf diesen Vektor entspricht 

dann einer Rotation des Koordinatensystems im N-dimensionalen Raurn. Die 

Transformationskoeffizienten stellen somit die Datenwerte im neuen (rotier­

ten) Koordinatensystein dar. Eine derartige Betrachtungsweise ist z. B. bei 

der Anwendung zur Transformationskodierung von Bildern sinnvoll [1.7]. Hier 

erwartet man von der Transformation eine Umverteilung der Varianzen der ur­

sprlingiichen Daten (Grauwert.e der' Bildelement'e) auf die transformierten Da­

ten im rotierten Koordinatensystem (Transformationskoeff izienten) derart, 

daB die Varianzen (Signalleistung) auf mOglichst wenige Koeffizienten kon­

zentr iert werden. Eine vereinfachte Darstellung dieses Sachverhal ts zeigt 

Bild 1.2. Dabei handelt es sich urn die sog. Korrelationsellipse eines Grau­

wert-Testbildes. Die Grauwerte XI und x 2 benachbarter Bildpunkte sind als 

zweidimensionale Vektoren 'in das zweidimensionale Koordinatensystem (X I ,X2 ) 

eingetragen. Sichtbare Haufungen in der Reglon XI:::: x 2 verdeutlichen die Kor­

relation benachbarter Bildpunkte. Die Varianz der Grauwerte ist offensicht­

lich ziemlich gleichmiiBig .auf die Koordinanten XI und x 2 verteilt. Durch R0-

tation ?es Koordinatensystems gelingt es, die Abhangigkeit der Daten von x 2 

zu verkleinern und die von XI entsprechend zu vergroBern. Mit anderen Wor­

ten: Die Koordinatentranslormation bewirkt eine Umverteilung der Varianzen 

(bei konstanter Summe). 

Bei der Anwendung der Orthogonal transformationen zur Transformationskodie­

rung ist es das Ziel der Transformationsoperation, die zwischen benachbarten 

Abtastwerten bestehenden Korrelationen mOglichst aufzuheben. Es HiBt sich 

zeigen, daB man bei den sogenannten optimalen Transformationen (Karhunen­

Lo~ve-Transformation und Singularwertzerlegung) eine vollige Dekorrelation 

der Koeffizienten erhalt. Allerdings sind die Basisfunktionen hierbei yom 

statistischen Signalmodell (Karhunen-Lo~ve-Transformation) bzw. yom Bildin­

halt selbst (Singularwertzerlegung) abhangig, d.h. sie mlissen fur jedes Mo-
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Bild 1 . 2. Umverleilung von Varianzen durch Rolalion des Koordinalensyslems. 

nach [1.7) 

dell bzw. jedes BUd ersl beslinml werden. AIle Orlhogonallransformalionen 

mil feslen Basis!unklionen ergeben nur suboplimale Dekorrelalionsergebnisse. 

Da es nalurgemaI3 !ur die optimalen 'Transformalionen keine schnellen AIgo­

rilhmen gibl. sind sie nichl Gegensland dieses Buches . 

1.2 Diskrete orthogonale Transformationen 

Zunachsl belrachlen wir die Eigenscha!len und die Darslellungs!ormen der or­

lhogonalen (bzw. der unilaren) Trans!ormalionen. Es sei 

N-l 

Xk =L aknxn + b n · 
n=O 

k O.1.2 ..... N-l. 

wobei die xn Elemenle einer Menge von Dalen der Machligkeil N sind. Die Ge­

wichle a kn konnen als Elemenle einer Malrix [A) = [akn ) gedachl werden. 

Falls dellAI ~ 0 gill. isl die Transformalion regular und inverlierbar 
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N-l 

xn = L a~!Xk + Cn 
k=0 

mit 
N-l 

c n= - L a~>k' 
k=O 

In Matrixnotation schreibt man fur diese eindeutig umkehrbare Transformation 

~ = [A]'~ + Q bzw. ~ 

wobei die Vektoren die Ordnung N und die Matrizen die Ordnung NxN haben. 

Ihre Elemente sind beliebige komplexe Zahlen. Wir betrachten den Sonderfall 

b=c=O (affine Transformationen). Wenn die euklidischen Abstande in der korn­

plexen Ebene invariant sind. nennt man die Transformationen unitar. Bei Ein­

schrankung auf reelle Werte heiBen sie orthogonal. 

Wenn das Skalarprodukt zweier Vektoren ~ und Q Null ist. d.h. ~ . Q = O. 

nennt man die Vektoren zueinander orthogonal. Nun betrachten wir eine Matrix 

[A] der Ordnung cXr. Falls [A][A]T=[D] gilt. sind die Spaltenvektoren von 

[A] paarweise orthogonal. Dabei ist [D] eine Diagonalmatrix. 1st [D]=[I]. 

wobei [I] die Einheitsmatrix ist. dann nennt man die Vektoren orthonormal. 

1m FaIle einer quadratischen Matrix (c=r) heiBt diese orthogonal. wenn 

[A][A]T= [I]. d.h. es gilt [A]T= [Ar l . Eine orthogonale Matrix ist also 

notwendig nichtsingular. d.h. ihre Zeilen- bzw. Spaltenvektoren sind linear 

unabhangig. 

FUr eine unitare Matrix gilt entsprechend [A']T= [A]-I. Hierbei bedeutet der 

Stern. daB aIle Elemente konjugiert komplex sind. 1m Sonderfall der symme­

trischen orthogonalen Matrix ist a kn = a nk und [A] = [A]-I. 

Weitere Hinweise bezuglich der Anwendung der Matrizenrechnung fur die Trans­

formationsalgorithrnen finden sich im Abschnitt 3.3. 

Bei den in der digitalen Signalverarbeitung gebrauchlichen Transformationen 

handelt es sich i.allg. urn quadratische Systeme. d.h. solche. bei denen die 

Zahl der Koeffizienten gleich der Zahl der Datenelemente im Objektbereich 

ist. Die Transformationsmatrix [G] enthal t dann die konjugiert komplexen 

(oder reellen) Werte einer unitaren (oder orthogonalen) Approximationsfunk­

tion gk(n). n = 0.1.2 ..... N-I: 
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g~(O) ...... g~(N-l) 

[G] 

Die Menge der Funktionen gk(n) stellen den Transformationskern dar. FUr uni­

tare bzw. orthogonale Kernsysteme 19k(n)! ist dabei 

fur j=i 

sonst. 

1m Fall von orthogonal en Kernen sind die gk(n) reell und der Stern entfallt. 

Wenn c 2 = 1st. spricht man von orthonormalen Systemen. Die Koe!!izienten 

X(k) der diskreten uni taren (oder orthogonal en) Transformation sind wie 

folgt de!iniert: 

N-l 
X(k) = L x(n)"g:(n) bzw. ~ = [G]·.2£. (1. 1) 

n=O 

Bei Anwendung der Besselschen Ungleichung au! das quadratische System geht 

diese uber in die Parsevalsche Gleichung (oder Vollstandigkeitsrelation) 

N-l N-l 
L X2(k) =L x(n)"x*(n). 

k=O n=O 

Nur im Fall der Vollstandigkeit des approximierenden Funktionensystems 

(Transformationskerns) gk(n) erfolgt eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der 

Vektoren .2£ und ~. 

Das hat u.a. zur Folge. daB es keine Vektoren ~ und ~ geben kann. die durch 

das Trans!ormationspaar 

N-l 
x(n) = N- 1 L X(k)·gk(n) 

k=O 

nicht darstellbar waren. 

und 
N-l 

X(k) =L x(n)"g:(n) 
n=O 

(1. 2) 
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Beispiel eines zwar orthogonal en aber nicht vollstandigen Kerns ist das Sy­

stem sin(nkn)/(nkn). Mit ihm ki::innen nur bandbegrenzte Funktionen interpo-

liert werden. 

Der normalisierende Faktor N- 1 in (1.2) wird in der Literatur in unter­

schiedlicher Weise der Hin- oder der RUcktransformation zugeordnet. Manche 

Autoren teilen den Faktor auch gleichmiiJ3ig auf beide Transformationen auf. 

was von Standpunkt des Rechenaufwandes jedoch unzweckmaBig ist. Da die in­

verse Transformation weniger haufig benutzt wird. teilen wir i.allg. dieser 

den Normalisierungsfaktor zu. Bei der Matrizenschreibweise (vgl. (1.3» ver­

zichten wir gelegentlich auf den Normalisierungsfaktor. d.h. wir setzen vor­

aus. daB dieser in die inverse Translormationsmatrix absorbiert sei. 

1.3 Darstellungsformen und Komplexitiit 
derTransformationsalgorithmen 

Die Transformationsalgorithmen. d.h. die Rechenvorschriften zur Ermittlung 

von N Trans!ormationskoe!!izienten aus den N Werlen der Objeklsequenz 

(Stlitzstellen) sowie die hierzu inverse Operalion. ki::innen in verschiedener 

Weise dargestellt werden: 

(1) Es liegt nahe. die Summenausdrlicke (1.2) direkt zu benutzen. Bei der Be­

rechnung sind N Summen zu bilden. die im allgemeinen aus je N Produkten 

bestehen. Wie sich zeigen wird. ist der hierzu beni::itigle Rechenaufwand 

betrachtlich und kann u.U. erheblich reduziert werden (vgl. Abschnitt 

3.3). 

(2) Eine bequemere. aber doch gleichwertige Darstellung erhalt man bei An­

wendung der Malrixnotation. Die Summen von Produkten. die in (1.2) ent­

halten sind. ki::innen natlirlich auch wie folgl geschrieben werden: 

X=[G]'~ bzw. (1.3) 

Hierbei ist [G) die Transformationsmatrix der Ordnung NXN und ~ bzw. X 
sind die Spaltenvektoren des Objektdatensatzes und der Transforma­

tionskoeffizienten. 
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Die verein!achte Schreibweise dar! nicht daruber hinwegtauschen. daB ge­

genuber der Sumnendarstellung keinerlei Einsparungen im Rechenau!wand 

erhalten werden. Hingegen bietet die Matrixdarstellung (1.3) den Ansatz­

punkt fur eine Faktorisierung (vgl. Abschnitt 3.3). die erhebliche Ein­

sparungen des Rechenaufwandes zur Folge hat. 

(3) Ais Hilfsmittel zur Programmierung von Algorithmen linden haufig Signal­

fluJ3graphen Anwendung. Ein SignalfluJ3graph ist ein gerichteter Graph. 

dessen Knoten Speicherplatze darstellen. und dessen Pieile die Kombina­

tion der Daten verdeutlichen. Die Anwendung von SignalfluJ3graphen erhalt 

eine besondere Bedeutung. wenn es gelingt. die Matrizen [G] so zu fakto­

risieren. daJ3 die Koei!izienten schrittweise (in Iterationen) in den 

Speicherplatzen der Objektdaten berechnet werden konnen ("in-place"-Ver­

arbeitung). Naheres uber die Faktorisierung und die Entwicklung von Si­

gnalfluJ3graphen findet sich in den Abschnitten 3.3 und 3.4. 

Signaltransiormationen dienen der Verarbeitung digitalisierter Signale. Ein 

wesentliches Problem hierbei ist die zur Transformation benotigte Rechen­

zeit. Wenn die Berechnung au! einem Einprozessorrechner ablauft. ist neben 

der Zykluszeit vor allem die Anzahl und die Art der erforderlichen Rechen­

operationen sowie die Anzahl der benotigten Speicherzugriffe maBgebend. 

Falls die Transformation von einer Spezial-Hardware durchge!Uhrt wird. ist 

zudem noch die Parallelisierbarkeit des Algorithmus' von entscheidender Be­

deutung. da dieser dann u.U. in eine Vielzahl von parallel ablau!enden Ope­

rationen aufgeteilt werden kann. 

Da die Anzahl der Objektdaten (Stutzstellen) recht groJ3 sein kann. wie z.B. 

in der digitalen Bildverarbeitung. interessiert hauptsachlich. wie sich der 

Rechenaufwand in Abhangigkeit von der Anzahl N der Datenelemente verhalt. Es 

ist deshalb ublich. die Ordnung der Komplexi tat von Algori thmen in Form 

eines Wachstumsgesetzes abhangig von N anzugeben: K=O(f(N)). Hierbei kommt 

es nur auf die (GroJ3en-) Ordnung an. weswegen man von der Art und der exak­

ten Anzahl der Operationen absieht und sich ausschlieJ3lich dafur interes­

siert. nach welchem Gesetz der Rechenaufwand mit zunehmender Anzahl N der 

Datenelemente wachst. FUr den allgemeinen Fall ist es sinnvoll und ublich. 

eine Multiplikation plus eine Addition als eine Operation zu definieren. 



10 

FUr diskrete Transiormationen nach den Summen10rmen (1.2) oder den Matrix­

!ormen (1.3) ist unmittelbar einleuchtend. daB fUr die Komplexitat K=O(N2 ) 

gil t. In den Abschnit ten 3.3 und 3.4 wird gezeigt. auf welche Weise unter 

bestimmten Umstanden die Komplexitat au! O(N'log N) reduziert werden kann. 
p 

Bei 512 Datenwerten (Anzahl der Bildpunkte pro Zeile eines normal au!gelo-

sten Bildes) benotigt man dann nur 4608 Operationen anstelle von 262144. 

wenn der Radix p wie meist Ublich als 2 gewahlt wird. 

1.4 Organisation des Buches 

Nach dieser kompakten Einfiihrung. in der Motivation und Anwendungen sowie 

die wichtigsten Begriffe dargelegt wurden. iolgt zunachst ein Uberblick Uber 

die in diesem Buch verwendeten Orthogonalsysteme. Dabei beginnen wir mit der 

Fourier-Transformation (FT). die ja eigentlich eipe unitare Transformation 

ist. d.h. einen komplexen Kern hat und auch komplexwertige Objektdaten zu 

verarbeiten gestattet. Allerdings sind die meisten Anwendungen der FT so ge­

lagert. daB die Daten des Objektbereichs reell sind. In diesem Fall verhalt 

sich die FT wie eine Orthogonaltransformation mit dem Unterschied. daB die 

Transformationskoeffizienten komplex sind. tiber die Herleitung. die Eigen­

schaften und die Anwendungen der diskreten FT existiert eine umfangreiche 

Sammlung von Literatur. Wir beschranken uns deshalb bei der Darstellung der 

FT auf einige wichtige Definitionen und Theoreme. 

Ebenfalls im 2. Kapitel werden dann weitere Transformationen mit trigonome­

trischen aber reellwertigen Basisfunktionen vorgestellt. namlich die oft als 

reelle Fourier-Transformation bezeichnete Hartley-Transformation sowie die 

in der Bildverarbei tung haufig benutzten Cosinus- und Sinus-Transformatio­

nen. Neben diesen "trigonometrischen" Transformationen spielen in der Si­

gnalverarbeitung eine Reihe von Transformationen mit nichtsinusformigen Ba­

sisfunktionen eine Rolle. Hierzu ziihlen die Systeme der maanderformigen 

Walsh-Funktionen sowie die Haar- und die Slant-Transformation. Da diese 

Transformationen wei taus weniger bekannt und beschrieben sind als die Fou­

rier-Transformation wurde ihnen mehr Raum gewidmet. 

Bevor wir uns mit der Algorithmierung eindimensionaler (Kapitel 4) und zwei­

dimensionaler Transformationen (Kapitel 6) befassen. werden im Kapitel 3 
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allgemeine Gesichtpunkte fur die Entwicklung der Algorithmen behandelt. 

Hierzu zahlen die Berechnungsstrategien. die Faktorisierung der Transforma­

tionsmatrizen und die Anwendung der Restklassenarithmetik in den Algorlth­

men. Weiterhin wird die Darstellung der Algorithmen durch SignalfluBgraphen 

vorgestellt. In eng em Zusammenhang hlermit stehen Fragen der Reihenfolge von 

Eingangs- und Ausgangsdaten und der Reihenfolge der Iterationsschritte des 

Algorithmus·. Wahrend bei der Vorstellung der Transformationen im Kapitel 2 

die Fourier-Transformation ihrer Wichtigkeit und ihrer allgemeinen Bekannt­

heit wegen an erster Stelle stand. wird fUr die Kapitel 4 und 6 eine andere 

Reihenfolge gewahlt. In diesen Kapiteln stellen wir jeweils die Algorithmen 

fur die ein- bzw. zweidimensionale WHT zuerst vor. FUr dieses Vorgehen gibt 

es zwei Griinde: Einersei ts sind die WHT-Algor i thmen wegen des Fehlens der 

Drehfaktoren einfacher als die der Fourier-Transformation. Zum anderen gibt 

es Algorithmen fur die Fourier-Transformation. die uber die Berechnung der 

WHT filhren. 

Bevor im Kapi tel 6 Algor! thmen zweidimensionaler Transformationen darge­

stellt werden. diskutieren wir verschiedene Punkte. die fur den Entwurl 

zweidimensionaler Algori thmen von allgemeiner Bedeutung sind (Kapitel 5). 

Hierzu gehoren Fragen der Separierbarkeit. der Rilckfilhrung au! eine eindi­

mensionale Transformation sowie die Berechnung der Koe!fizienten aus solchen 

niedrigerer Ordnung oder aus denen einer anderen (einfacheren) Transforma­

tion. 

Hinweise auf die Implementierung der Algorithmen in Software und/oder Hard­

ware werden schlieBlich im Kapitel 7 gegeben. 

Zu jedem Kapitel werden Quellen und Ubersichtsartikel sowie einschlagige BU­

cher genannt. Zusatzlich wird an dieser Stelle noch auf eine kommentierte 

Sammlung von bedeutenden Zeitschri!tenartikeln (benchmark papers) hingewie­

sen [1.8]. 



2 Die wichtigsten diskreten 
Orthogonaltransfonnationen 

In diesem Kapitel definieren wir einige fur die Signalverarbeitung wichtige 

diskrete Transformationen. Die Darstellung ist absichtlich knapp gehalten. 

denn nicht die diskreten Transformationen an sich. sondern ihre effiziente 

Berechnung sind der wesentliche Gegenstand dieses Buches.· 

Zunachst werden Orthogonaltransformationen mit trigonometrischen Basisfunk­

tionen (Fourier-. Hartley-. Cosinus- und Sinus-Transformation) vorgestellt. 

Wegen des geringeren Rechenaufwandes erfreuen sich Orthogonaltransformatio­

nen mit maanderformigen Basisfunktionen einer gewissen Beliebthei t in der 

Signal verarbei tung. Von ihnen werden die Walsh-Transformation (in Walsh-. 

Paley- und Hadamard-ordnung). die Haar- und die Slant-Transformation defi­

niert. 

2.1 Fourier-Transformation 

Die diskrete Fourier-Transformation (DFT) wird uberlicherweise nicht durch 

Diskretisierung der Fourier-Transformation kontinuierlicher Signale erzeugt. 

vielmehr wird i.allg. von einer selbstandigen Definition der Fourier-Trans­

formation diskreter Signale endlicher Dauer ausgegangen. Man definiert des­

halb die diskrete Fourier-Transformierte des Datensatzes x(n) als Xt(k) als 

N-1 

Xf(k) =L x(n) w~n. k 0.1 ..... N-1. (2.1) 

n=O 

Dabei ist WN= exp(-2jr./N) die Basisfunktion der DFT und j =,;::r. Die Expo­

nentialfunktionen W~n in (2.1) werden oft als Drehfaktoren bezeichnet. Sie 

sind orthogonal. denn es gilt 
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wenn k-n=O oder k-n=N. 

sonst. 

Schreibt man die Exponenten E = k'n der Basisfunktion WN in Form einer Ma­

trix. so erhalt man fur ihre Gesamtheit die folgende Matrix: 

[E) 

o 
o 
o 

o 

o 

2 

o 
2 

4 

N-l 2(N-l) 

o 
3 

6 

o 
4 

8 

o 
N-l 

2(N-l) 

(N-l)(N-l) 

Die diskrete Fourier-Transformation ordnet einem Satz von N Daten x(n) einen 

gleichgroBen Satz von Fourier-Koeffizienten Xc(k) zu. Diese GraBen sind ein­

eindeutig zugeordnet. d.h. man kann aus den GraBen x(n) die diskreten Fou­

rier-Koeffizienten Xc(k) bestimmen und umgekehrt aus den diskreten Fourier­

Koeffizienten die diskreten Funktionswerte berechnen. Die Berechnung der 

Funktionswerte x(n) aus den diskreten Fourier-Koeffizienten Xc(k) heiBt dis­

krete Fourier-Umkehrtransformation oder inverse Fourier-Trans!ormation 

x(n) 

N-l 
Wi I: Xc (k) W~kn. 

1<=0 

n 

Damit lautet das diskrete Fourier-Trans!ormationspaar: 

N-l 
Xc(k) = I: x(n) W~n <-> x(n) 

n=O 

N-l 
N- l I: Xt(k) W~kn. 

1<=0 

In Matrixschreibweise haben wir folgende Darstellung: 

WO 
N 

WO 
N 

mit [WE] N 

x = Wi [WE]-IX 
- N-t 

WO 
N 

WO 
N 

WO 
N 

Wi W2 
N N 

WN- l 
N 

wN- 1 W2 (N-I) 
N N 

W(N-l)(N-l) 
N 

O.l ..... N-l. 

(2.2) 
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Bild 2.1. Quantisierte Basisfunktionen der Fourier-Trans!ormation fur N=B. 

nach [2.17J 

Bild 2.1 stellt die ersten 16 Basis!unktionen der Fourier-Transformation in 

quantisierter Form dar. 

Die Four ier-Trans!ormation hat folgende wichtige Eigenschaften [2.1]. die 

hier ohne Beweise zi tiert werden. wobei Xc (k) und x(n) ein di!Okretes Fou­

rier-Transformationspaar bilden. 

(1) Linearitat: 

Die DFT ist eine lineare Transformation. d.h. wenn 

dann gil t 

mit Xi (n) <-> X f i (k) und x(n) <--> X f (k). wobei a und b reelle 

Zahlen sind und i € j1.2l. 
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(2) Symmetrie: 

Es gilt 101gende Eigenschalt: 

Xf (k) <-> x(-k)_ 

(3) Verschiebung im Objektbereich: 

Verschiebt ~n x(n) urn die ganze Zahl m. so gilt 

x(n-m) <-> Xf(k)W~m 

(4) Verschiebung im Translormationsbereich: 

Ve.rschiebt man Xf (k) urn die ganze Zahl m. so entspricht das einer 

Multiplikation ihrer inversen diskreten Fourier-Translormierten mit 

dem Faktor W~kn: 

x(n)W~mn <-> Xf (k-m) _ 

(5) Faltungstheorem llir den Frequenzbereich: 

Wenn die Fourier-Transformationspaare 

Xl (n) <-> Xf I (k) und 

existieren. ist ihre Faltung gegeben durch 

N-l 
Xfl (k)-X r2 (k) =L [x l (n)-x2(k-n»). 

n=O 

(6) Diskrete Korrelation: 

n = 0.1 ..... N-l. 

Die diskrete Korrelation wird durch das folgende Transformationspaar 

beschrleben: 

N-l 

L [XI (n)· x 2 (k+n») <-> X; I (k) -Xr 2 (k). 
k=0 

(7) Alternative Inversionsbeziehung: 

Die inverse diskrete Fourier-Transformation lant sich auch in fol­

gender Form schreiben: 
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N-l 
x(n) = ~l [L X; (k) ·W~n]*. 

k=O 

Diese Beziehung erlaubt es. sowohl fur die (Vorwarts-) Transforma­

tion als auch fur die inverse Transformation das gleiche Rechnerpro-

gramm zu verwenden. 

Die Fourier-Transformation ist eine unitare Transformation: die Elemente 

x(n) k6nnen komplex sein. FUr viele Anwendungen in der Signalverarbeitung 

sind die Daten des Objektbereichs jedoch reell. d.h. die Imaginarteile der 

x(n) sind identisch null. Deshalb bleiben Teile der vom Algorithmus vorgege­

benen Operationen unbenutzt. Man beseitigt diese Redundanz entweder dadurch. 

daB man die x(n) fur gerade und ungerade Werte von n separie~t und als Real­

und lmaginarteile einer FFT mit N/2 Daten auf!aBt. oder daB zwei reelle 

Funktionen der Lange N gleichzeitig (als Real- und Imaginarteil) verarbeitet 

werden. Niiheres hierzu findet man in den Abschnitten 4.2.7 und 6.2.6. Die 

Fourier-Transformation ist auf einem Ring von Einheitswurzeln de!iniert. FUr 

reelle Daten muB man deshalb im K6rper der komplexen Zahlen operieren. Man 

kann jedoch auch in endlichen K6rpern und in Ringen von Polynomen arbeiten. 

FUr spezielle Anwendungen kann man dadurch Verein!achungen in der Berechnung 

erzielen. Eine fur die diskrete Faltung geeignete Transformation erhalt man 

z.B. wenn man die DFT in Ringen von Polynomen definiert [2.2]. [2.3]. Bei 

dieser Polynom-Transformation ersetzt man den komplexen Exponentialausdruck 

durch eine Potenz der Variablen z und fUhrt aIle Operationen modulo eines 

Polynoms P(z) aus (vgl. Abschnitt 3.2): 

p-l 

Xf(k.z) =L x(n.z) znk mod P(z) 
n=O 

Dabei ist peine Primzahl. Die inverse Transformation ist entsprechend als 

x(n.z) 
p-l 

p-l L Xf(k.z) z-nk mod P(z). 

k=O 

definiert. Der Vorteil der Polynom-Transformation liegt in der geringeren 

Anzahl von Mul tiplikationen verglichen mit den in Kapi tel 4 beschriebenen 

Algorithrnen. Ais Nachteil ist der h6here programmtechnische Aufwand zu nen-

nen. 
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Ein andere Modifikation der DFT ist die zahlentheoretische Transformation 

(NTT) [2.2]. [2.4]. Hierbei sind die Objektdaten Elemente des endlichen 

Restklassenrings der ganzen Zahlen modulo m (vgl. Abschnitt 3.2). Das Trans­

formationspaar ist definiert als 

N-l N-l 
Xf(k) = L: (x(n)·ank ) mod m <-> x(n) = Wl L: (Xf(k)·a-nk ) mod m 

n=D k=D 

mit n. k = D.l ..... N-l und a E Z. 

Dabei sind die Beziehungen aN == 1 mod m und GGT(an -l.m) = 1 zu erfilllen. 

Hierdurch ist eine Einschrankung in der Wahl der Parameter a. N und m gege­

ben. Die NTT erlaubt nicht nur eine rein reelle Arithmetik. sondern es kon­

nen bei geeigneter Parameterwahl Multiplikationen durch Verschiebeoperatio­

nen ersetzt werden. Als nachteilig erweist sich allerdings des Uberlaufpro­

blem. das sich aus dem begrenzten Zahlenbereich ergibt. 

Da die Polynom-Transformation und die NTT bisher in der Praxis wenig Verwen­

dung gefunden haben. gehen wir nicht weiter auf Algorithmen zu ihrer Durch­

filhrung ein. 

2.2 Hartley-Transfonnation 

1m Jahre 1942 veroUentlichte Hartley eine Integral transformation ahnlich 

der Fourier-Transformation. jedoch mit reellem trigonometrischen Kern. Die 

diskrete Hartley-Transformation wurde von Bracewell [2.5] angegeben. Sie 

bietet eine weilere Moglichkeit. die Koeffizienten der DFT einer reellen Da­

tenfolge effizient zu berechnen. 

FUr den diskrelen Dalensatz x(n) ist die diskrete Hartley-Transformalion de­

finierl als 

N-l 
XHy(k) =L: x(n)cas(2r.kn/N). k = D.l ..... N-l. (2.3) 

n=D 

wobei casCo) = cos(.o) + sin(o). Die inverse Transformation ist bis auf den 

Faklor N- 1 idenllsch mit (2.3): 

N-l 
x(n) = N- 1 L: XHy(k) cas(211kn/N) 

k=O 
n = D.1 ..... N-l. 
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Die Synrnetr ie des Transformationspaars ist eine wertvolle Eigenschaft der 

diskreten Hartley-Transformation (DHYT). 

Man beachte. daB sich die DHYT von der Vorwartstransformation der diskreten 

Four ier-Transformation lediglich durch Abwesenhei t des Mul tiplikators "- j" 

des Sinusanteils unterscheidet. Dies bedeutet. daB die DHYT aquivalent der 

diskreten Fourier-Transformation einer reellwertigen Sequenz ist. wenn man 

den lmaginarteil der DFT von ihrem Realteil subtrahiert: 

RelDFT[x(n)]~ - ImlDFT[x(n)]!. 

Weil der Realteil der diskreten Fourier-Transformierten einer reellwertigen 

Sequenz gerade und der imaginare Teil ungerade ist. kann die diskrete Fou­

rier-Transformierte einfach aus der diskreten Hartley-Transformierten be­

rechnet werden: 

Re lDFT[x(n) H (1/2) 1 DHYT[x(N-n)] + DHYT[x(n)] ~. 

ImlDFT[x(n)]~ = (1/2) 1 DHYT[x(N-n)] - DHYT[x(n)] ~. 

Die Eigenschaften der diskrelen Hartley-Transformation lassen sich unter 

Verwendung der DFT-Eigenschaflen und dieser 8eziehung einfach beweisen. 

Viele Eigenschaften der DHYT sind identisch den enlsprechende Theoremen fur 

die DFT [2.5]. 

Eine der wichtigslen Eigenschaflen ist das Verschiebungslheorem: 

x(n+m) <---> XHy(k)cos(2T.mk/N) - XHy (N-k)sin(2T.mk/N). 

Die diskrete Hartley-Transformation besitzt auBerdem die folgende Faltungs­

Eigenschaft: 

Die c.g. Eigenschaften erlauben die Entwicklung eines schnellen Hartley­

Transformationsalgorithmus·. Verschiedene Algorithmen zur Berechnung der 
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Hartley-Transformation und die entsprechenden SignalfluBgraphen sind Gegen­

stand des Abschnitts 4.3. 

2.3 CosinllS- llnd Sinlls-Transfonnation 

Die diskrete Cosinus-Transformation (DCT) eines reellen Datensatzes x(n) und 

ihre Inverse (IDCT) sind wie folgt definiert [2.6]: 

N-l 
2c(k) L x(n)cos«2n+l)kr./(2N». 

n=O 
t 

N-l J, 
x(n) = N- 1 L c(k) Xc(k)cos«2n+l)kr./(2N». 

k=O 

Dabet "t c(k) ~ 1 
1/.../2 fUr k=0 

.fUr k = 1.2 ..... N-l. 

k 0.1 ..... N-l. 

n O.l ..... N-l. 

Die Menge der Basisfunktionen ist eine Teilmenge der diskreten Chebyshev-Po­

lynome [2.7]. 

Die Cosinus-Transformation ist in der Signalverarbeitung deswegen interes­

sant. weil sie bezUglich der Dekorrelation ihrer Koeffizienten besonders 

gUnstige Eigenschaften hat. sofern sich das Signal als Markov-Prozess model­

lieren laBt. AuBerdem besitzt sie die Eigenschaft hochster Energiekompakt­

heit mehr als irgendeine andere Transformation mit einem schnellen Berech­

nungsalgorithmus. BezUglich der Konzentration der Energie in wenigen Koef.fi­

zienten wird sie nur von der Karhunen-Loeve-Transformation Ubertroffen. fUr 

die jedoch kein schneller Algorithmus existiert. AuBerdem kann man fur die 

Cosinus-Transformation eine Beziehung zwischen zyklischer Faltung und Mul­

tiplikation im Transformationsbereich angeben [2.8]. Die DCT hat zahlreiche 

Anwendungen bei der Verarbeitung von Sprachsignalen und in der Bildverarbei­

tung getunden. Ihre ersten 16 Basisfunktionen sind im Bild 2.2 dargestellt. 

Die diskrete Sinus-Transformation (OST) wurde von Jain [2.9]. [2.18] zuerst 

angegeben und anschieBend von Kekre und Solanki [2.10] wie .folgt definiert: 
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k 

o 

2~ 
3 a ~ c:;:::::::;r ~ 
4.... ....I"L-. .....rJ 

s:::::::J=' '-L-.r' 
5 r-"-,,...e, c:::r ~ 0 
6 r==L."C-, n 

""L? LJ c:;::r 
7 0... r'] f"'-, c:::u lr-' ~LJ 
8 c:Fl.-I"" ~,., L-jD 

9 0 r'] fl-..Jl u=- 0 Lr' U Cl 
10 .J1 n n 0... = o cr ....... r-o U 
11 Ol'""'\-.U~O On-oQ.... 
12 nn~no,....., 
o~OU~U 

13 no 00 On o u LJ U LrU4o= 
4 on,.., ono~ 

1 '""uu-Uuu 
15 ..., 0 nJl no_ 

... L.JUUuu ..... 

o 
I I r I 

4 8 12 16 
-t 

Bild 2.2. Quantisierte Basisfunktionen der 

Cosinus-Transformation fur N=8. nach [2.17] 

FUr eine Datensequenz !x(n)! = !x(1).x(2) ..... x(N)! ist 

N 

s(k) L x(n)sin(r.nk/(N+l». k = 1.2 ..... N. 

n=l 

wobei 

fur k = 1.2 ..... N --1 ,J2
0
/(N+1) 

s(k) 

fur k=0 oder k ~ (N+1). 

Diese Definition wird in diesem Buch als DST(I) bezeichnet. Die Basismenge 

der DST(I) lautet: 

'Ynk =,j2/(N+1) sin(nnk/(N+1» s(k) sin(nnk/(N+1» n. k = 1.2 ..... N. 

Andererseits definierten Kekre und Solanki die DST als: 

'Ynk = ,j2/N sin(7T(n+1)(2k+1)/(2N». n. k = 0.1 •.... N-1. 

Diese Definition bezeichnen wir als DST(II). 



Die Rlicktrans!ormation der DST(I) bzw. DST(II) geslaltet sich wie !olgt: 

N 

x(n) = I: X.(k)·-¥nk· 
k=1 
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Die DCT und die diskrete Sinus-Transformation (DST) stehen in enger Bezie­

hung zur diskreten Fourier-Trans!ormation. Der Zusammenhang zwischen der Be­

rechnung der DFT. der DCT und der DST wi rd in den Abschni t ten 4.4.1 bi s 

4.4.3 und in 4.5.2 diskutiert. 

2.4 Walsh-Hadamard-Transfonnation 

Die diskrete Walsh- oder Walsh-Hadamard-Transformation (WHT) wird hau!ig zur 

Losung von Problemen der digitalen Signalverarbeitung herangezogen. Die Vor­

teile der WHT liegen hauptsachlich in den ein!achen hardware- und so!tware­

maBigen Implementierungsm6glichkeiten. Da ihre Basis!unktionen nur die Werte 

+1 und -1 annehmen. ent!allen die kosten- und zeitintensiven Multiplikatio­

nen. Das ist yom Standpunkt des Rechau!wandes ein Vorteil. jedoch gibl es 

auch Anwendungs!alle. fur die rechteck!ormige Funktionen mil mehr als zwei 

Funktionswerten zweckmaBig sind. Deshalb sind verschiedene Ansatze gemachl 

worden. die Walsh-Funktionen derart zu verallgemeinern. daB orthogonale und 

vollstandige Funktionensysteme mit 3 oder mehr Funktionswerlen entslehen. 

Ein solches System ist das der Chrestenson-Funktionen [2.11]. das komplex­

wertige Funktionen enthalt. Diese sind die Basis!unklionen der unitaren 

Chrestenson-Trans!ormation. Wegen der Tatsache. daB die Chrestenson-Funktio­

nen komplex sind und sich deshalb fur manche Anwendungen als unzweckmaBig 

erweisen. wurden verschiedene reelle Varianten entwickelt [2.12]. [2.13]. 

[2.14J. 1m Rahmen dieses Buches kann jedoch auf die verallgemeinerten Walsh­

Funktionen nicht eingegangen werden. Es sei deshalb au! die o.g. Literatur-

stellen verwiesen. 

Es gibt. vier Versionen der Walsh-Hadamard-Trans!ormalion (WHT). die sich 

durch die Art der Anordnung der Basis!unktionen unterscheiden: Die nach 

Walsh (oder nach steigenden Sequenzen) geordnete Trans!ormation (WHT)., die 

nach Hadamard (oder natlirlich) geordnete Trans!ormation (WHT)H' die nach Pa-
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ley (oder dyadisch) geordnete Transformation (WHT)p' und die nach geraden 

und ungeraden Funktionen geordnete Trans!ormation (WHT)cs' 

Die Basisfunktionen !ur die WHT sind die Walsh-Funktionen. Definition und 

Eigenschaften der Walsh-Funktionen werden wie folgt angegeben [1.1]. [1.6]. 

[2.15J. [2.16]: 

Die periodischen. kontinuierlich de!inierten Walsh-Funktionen walw(k.t) mit 

der Periode N (k = 0.1 .... ) seien im !undamentalen Intervall [O.N] durch die 

Rekursionsgleichungen 

und 

1 
wal)k-1.2t) 

wal w(2k-1.t) 

(-1)kwalw (k-1.2t-N) 

1 
walw(k.2t) 

(-1)kwalw (k.2t-N) 

gegeben. 

t EO: [O.N] 

t EO: [0.N/2] 

t EO: [N/2.N] 

t EO: [0.N/2] 

t EO: [N/2.N] 

Analog zur DFT wird die diskrete Walsh-Transformation als Transformation 

einer Folge von Abtastwerten eines Signals mit einer Basis aus Abtastwerten 

von Walsh-Funktionen definiert: 

N-1 
Xw(k) = L: x(n) ·Walw(k.n). 

n=O 

Die inverse Beziehung lautet: 

N-1 
x(n) = N- 1 L: Xw(k) ·Walw(k.n). 

k=O 

k 0.1.2 ..... N-l. 

n = 0.1.2 ..... N-l. 

a) Nach Walsh oder nach Sequenz en geordnete Walsh-Funktionen: Walw(k.n) 

Die Anzahl N der Abtastwerte sei gleich 2 r und r = 1.2.3 ..... Dann kann man 

die Walsh-Funktionen in der Form 

r-l 

L (UJ+UJ+l)Vr_l_J 

(-1) J-O fiir k. n = 0.1 ..... N-1 (2.4) 
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definieren. wobei fur die nichlnegaliven ganzen Zahlen k und n folgende ein­

deulige Dualzahldarslellungen gellen: 

r-l 
k = L: U 2m. 

m 
d.h. (k)dez 

m=0 

r-l 

n = L: V 2 m • 
m 

d.h. (n)dez (V r _ 1 Vr _ 2 

m=0 

(2.5) 

Die durch (2.4) definierle Ordnung heiBl nalurliche Ordnung oder Walsh-ord-

nung. 

Die Walsh-Funklionen besilzen die folgende Symmelrieeigenschafl: 

Wal ... (n.k) . fur n. k 0.1. .... N-l. 

Das Produkl zweier Walsh-Funklionen ergibl wieder eine Walsh-Funklion. ins­

besondere gill 

Wal ... (k(9m.n) 

fur k. m 0.1.2 ... und n=O.l ..... N-l. 

Hierbei symbolisierl das Zeichen "9" die Modulo-2-Addi lion (Dualzahladdi lion 

ohne Uberlrag). Sei 

so isl k9m = L: 0c 2c 

c~O 

mil 0 
c 

m =L: Q 2 c 
c 

c;;;O 

1 o sonsl. 

und U .Q E: lO.l!. 
c c 

1 
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Daruber hinaus erfullen die Walsh-Funktionen die diskrete Orthogonalitatsbe­

ziehung: 

N-1 

N- 1 ~ Walw(k.n)Walw(m.n) 
n=O 

0=) 
km ( 

falls k m 

o wenn k;e m. 

k. m = 0.1.2 ..... N-1. 

Die Basisfunktionen der sequenzgeordneten WHT ergeben sich somit wie im Bild 

2.3 dargestellt ist. Dabei ist e ein normalisiertes Argument . 

.... 01,,.{0,8) 6Lr--------­
-lL 

.... oL,,( 1 ,8)[ r----~ ___ _ 

.... 01,,( 2,8) f-c=J--I----lc:=:I--­
L~~. _--lr-

.... 01,,(3,8) F"l=::::r==JL­

.... 01,,(4,8) El==F==L=J= 
wol,,( 5,8) El:::::=Fl:F==L= 
.... 01.,(6,8) E1J--'L-_F~~ 

D ILIl 11 .... 01,,,( 7,8) LLJ L..J L..J L-

114 1/2 3/4 

Bild 2.3 .. Nach Walsh geordnete 

kontinuierliche Walsh-Funk-

tionen fur N=8. nach [2.7] 

b) Nach Paley oder dyadisch geordnete Walsh-Funktionen: Walp(k.n) 

Walsh-Funktionen sind Elemente der dyadischen Gruppe und konnen durch den 

Gray-Code geordnet werden [1.1]. [1.2]. Ordnet man die nach ansteigenden 

Sequenz en numerierten Walsh-Funktionen geeignet um. so kann man tiber einen 

Radix-2-Algorithmus fur die Berechnung der N=2 r diskreten Koef!izienten die 

Anzahl der notwendigen Additionen au! r·2 r (statt 2 r (2 r -1)) reduzieren (vgl. 

Abschnitt 3.4). FUr die Umordnung benotigt man die Gray-Gode-Konvertierung. 

Jeder nichtnegativen ganzen Zahl k < 2 r mit der Dualzahldarstellung aus 

(2.5) ist die nichtnegative ganze Zahl G(k) < 2 r mit der Dualdarstellung 
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r-l 
G(k) =L (U e U 1)2v • v v+ 

U=O 
r 

(2.6) 
v=O 

umkehrbar eindeutig zugeordnet. Die Umkehrung G- 1 (k) erfolgt gemaB (2.5) mit 

+U 
r 

ungerade 

U 
v 

sonst. 

Die nach Paley (oder dyadisch) geordneten Walsh-Funktionen wal (k. t) sind 
p 

gegeben durch die Beziehung wal (G(k).t) = wal (k.t) mit k = 0.1.2 ... 
p "W 

FUr nichtnegative Zahlen k.n < N=2r mit den Dualzahldarstellungen aus (2.4) 

sind dann wegen (2.5) und (2.6) die Werte der nach Paley geordneten Walsh­

Funktionen in den Punkten n gegeben durch 

r-1 

L U.V 
J r-1-J 

Walp(k.n) = (_1)J-o (2.7) 

Diese Funktionen erfullen ebenfalls die Symmetriebedingung 

Die nach Paley geordneten Walsh-Funktionen sind fur N=8 im Bild 2.4 darge­

stell t. 

walp (0,8) [r-------­
wal p (1,8) 1-[----+---­
wal p (2,8) c==L::::Jr---l L-­

wol p (3,8) ~ r== 
wal p (4,8) [=brlLJrlLJrlL­

walp (5,8) Cbrlc:::JrI~ 

wal p (6,8) Cl::::Jr---l ~ 
walp (7,8) Cl::::JrI LJ r---l L-

o 114 1/2 314 

Bild 2.4. Nach Paley geordnete 

kontinuierliche Walsh-Funk­

tionen fur N=8. nach [2.7] 
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Die Beziehung zwischen wal (k. t) und wal (k. t) kann wie folgt beschrieben 
p w 

werden [2.7): 

wal (k.t) = wal (G-1(k).t). 
p w 

(2.8) 

c) Nach Hadamard oder natUrlich geordnete Walsh-Funktionen : WaIH(k.n) 

Eine wei tere Vereinfachung bei der Berechnung der Koeffizienten erreicht 

man. wenn man die nach Paley geordneten Walsh-Funktionen mit Hilfe der Bit­

umkehroperation R(k) weiter umordnet. Diese ordnet jeder nichtnegativen Zahl 

k < 2 r mit der Dualzahldarstellung 

r-l 
k = I: U.21. 

J 
j=O 

die nichtnegative ganze Zahl R(k) < 2 r mit der Dualzahldarstellung 

r-l 
R(k) = I: U 21 

r-l-j 
j=O 

zu. Es ist offenkundig. daB R(R(k» k gilt. 

Zur Umordnung eines Vektors ~(n) stellt man also den Index n als Binarzahl 

dar und kehrt dann die Reihenfolge der Bits urn. Bild 2.5 zeigt ein Beispiel 

000 • .---------------~·~·ooo 

001 100 

010 

011 110 

100 001 

101 ---r----"'~--1 01 

110 011 

.---------------~· .. ·111 111 • 

Bild 2.5. Beispiel zur Bitumkehroperation 

fUr N=8 
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ftir die Bitumkehroperation. Die Koef!izienten X(k) und XCi) werden miteinan­

der vertauscht. wenn sich die ganze Zahl i durch die Bitumkehroperation aus 

der ganzen Zahl k ergibt. Diese Art der Bitumkehrsortierung wird in diesem 

Buch auch als BRO = BEO(l) bezeichnet (vgl. Abschnitt 3.4). 

Die auf diese Weise geordneten Walsh-Funktionen walh(k.t) heiDen nach Hada­

mard Coder nattirlich) geordnet. Sie ergeben sich aus den nach Paley geordne­

ten Walsh-Funktionen gemaB walh(k.t) = walp(R(k).t). Zu den nach ansteigen­

den Sequenz en geordneten Walsh-Funktionen stehen sie tiber 

walh(R(G(k».t) wal.)k. t) 

in Beziehung. Umgekehrt gilt 

walh(k.t) (2.9) 

Die nach Hadamard geordneten Walsh-Funktionen sind im Bild 2.6 dargestellt. 

FUr nichtnegative ganze Zahlen k. n < N = 2 r mit der Dualzahldarstellung 

(2.5) sind dann die Werte der nach Hadamard geordneten Walsh-Funktionen in 

den Punkten n gegeben durch 

r-l 

walh(O,8) f-[------­
walh (1,8) [b'Lf"lJ'L­
walh (2,8) c==L::::Jr--1 L-­

walh (3,8) El::=:Jr--1c=::J' 
walh(4,8) E ,'--__ _ 

CLIl 11 r­
walh(S,8) LL-J L--J L-J 

walh(6,8) c==l F= 
o 11 r--1 

walh!7,8) L~ L-J L-

1/4 112 3/4 

Bild 2.6. Nach Hadamard 

geordnete kontinuierliche 

Walsh-Funktionen ftir N=8. 

nach [2.7] 

(2.10) 



28 

Diese Funktionen haben deshalb eben!alls die Symmetrieeigenscha!t 

d) Walsh-Funktionen in Gal!Sal-Qrdnung: Walcs(k.n) 

Sei lk! eine Sequenz von walw(k. t). dann wird lk! folgendermaBen darge­

stell t: 

1 
0 

k/2 

(k+1 )/2 

fur 1<:=0. 

!ur k gerade. 

!ur k ungerade. 

Die Cal- und Sal-Funktionen beziehen sich au! walw(k.t): 

fur k gerade. 

fur k ungerade. 

(2.11) 

(2.12) 

Bild 2.7 stellt die nach dem Gal/Sal-System geordneten Walsh-Funktionen im 

Vergleich mil den trigonomelrischen Funktionen dar. 

Die folgende Zusammenslellung zeigl die Beziehungen der nalurlich geordnelen 

Walsh-Funklionen walh(k.t) und der dyadisch geordnelen Funklionen walp(k.t) 

zu den nach ansleigenden Sequenz en geordnelen Funktionen walw(k. t) (vgl. 

(2.9) und (2.8»: 

wal (k.l) = wal (G- 1 (R(k».t). 
h w 

wal (k. t) = wal (G- 1 (k). t). 
p w 

Tabelle 2.1 slellt die Beziehungen von k. R(k). G- 1 (R(k» und G- 1 (k) !ur 

r=3. d.h. N=8 dar. 

Den oben de!inierlen Basis!unktionen gemaa werden nun die verschiedenen 

Walsh-Hadamard-Trans!ormationen in Matrixdarstellung uber!lihrt: 

a) Nach Walsh Coder Sequenzen) geordnete (WHT)w 

Die (WHT)w einer Dalensequenz lx(n)! wird in Matrixdarstellung als 
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Bild 2.7. Walsh-Funktionen in Cal-Sal-Qrdnung fur N=8 im Vergleich mit tri­

gonometrischen Funktionen. nach [2,7] 
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Tabelle 2.1. Beziehungen zwischen k. R(k) . G- 1 (R(k» und G- 1 (k) fur r=3 

k R(k) G- 1 (R(k» G- 1 (k) 

binar dezimal binar dezimal binar dezimal binar dezimal 

000 0 000 a 000 a 000 a 
001 100 4 111 7 001 

010 2 010 2 011 3 011 3 

011 3 110 6 100 4 010 2 

100 4 001 001 111 7 

101 5 101 5 110 6 110 6 

110 6 011 3 010 2 100 4 

111 7 111 7 101 5 101 5 

L = 1.2 ..... r und N = 2 r 

definiert. wobei [~(L)] eine nach Walsh geordnete Transformationsmalrix der 

Ordnung NxN isl. Die Elemenle von [~(L)] sind nach (2.4) und (2.5) 

r-l 

L Vr_l_J(UJ+UJ+l) 
hw(k.n) = (_l)J-o 

FUr N=8 ergibt sich z.B.: 

-1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 

[~(3)] 

-1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 1 

-1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 

k. n = 0.1 ..... N-1. 

Sequenz 

0 

-1 

-1 2 

2 

-1 3 

3 

-1 4 

[~(L)] ist orthogonal und symmetrisch. Deshalb ist die inverse Transforma­

tion (IWHT)w gegeben durch 



L = 1.2 ....• r. 

Insgesamt lautet das diskrete (WHT) ... -Paar in Summendarstellung: 

N-l N-l 

X ... (k) = I: x(n)h ... (k.n) <-> x(n) = N- 1 I: Xw(k)hw(k.n). 
n=O k=O 

k = 0.1 ..... N-l. n = 0.1 ..... N-l. 

b) Nach Paley Coder dyadisch) geordnete (WHT)p 

Ahnlich der (WHT) ... wird die (WHT)p definiert als 

L 1.2 ....• r. 

FUr die Elemenle von [Hp(L)] gill nach (2.7) 

r-1 

I:u V 
r-1- J J 

(_I)J-o k. n = 0.1. .... N-I. 

Bei$piel mit N=8: 

-1 

-1 -1 

-1 -1 -1 

[Hp(3) ] 

-1 -1 

-1 -1 -1 

-1 -1 

-1 -1 -1 

Die inverse Transformation ist 

~ = ~1 [Hp(L)] ~wp' 

-1 -1 

-1 

-1 

-1 

-1 

-1 -1 

-1 

-1 

-1 

-1 

Sequenz 

o 

2 

4 

3 

2 

3 

L = 1.2 ..... r. 

Das diskrele (WHT)p-Paar laBt sich in Summen!orm wie !olgt schreiben: 

31 
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N-1 N-1 

Xwp(k) = I: x(n)hp(k.n) <-> x(n) = ~1 I: Xwp(k)hp(k.n). 
n=O k--O 

k=O.l ..... N-l. n = 0.1 ..... N-l. 

c) Nach Hadamard (oder naturlich) geordnete (WHT)H 

Die (WHT)H der Sequenz lx(n)! ist als 

L=1.2 ..... r. 

definiert. wobei KH die (WHT)H-Koeffizientenrnatrix ist. Die inverse Trans­

formation stellt sich als 

dar. Die Elemente von [HH(L)] sind nach (2.10): 

FUr 

r-1 

I: VJU J 

hH(k.n) = (_l)J-o 

N=8 gilt z.B. : 

-1 -1 

-1 -1 

1 -1 -1 

[HH(3)] 

-1 1 -1 

1 -1 -1 

1 -1 -1 1 

-1 

-1 

-1 -1 

-1 -1 -1 

-1 1 -1 

-1 -1 

-1 1 

-1 

-1 

-1 

-1 

Sequenz 

o 
4 

2 

2 

3 

3 

k. n = 0.1 ..... N-l. 

Es zeigt sich. daB [~(L)] rekursiv de!iniert werden kann: 

[ 
[~(L-l)] [~(L-l)] 1 

[~(L)] = 

[~(L-l)] -[~(L-l)] 

L=1.2 •.... r. und [~(O) ]=1. 
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FUr das (WHT)H-Paar erhalten wir: 

N-1 N-1 

XwH(k) = L x(n)hH(k.n) <-> x(n) = ~1 L XwH(k)hH(k.n). 
n~ ~O 

k = 0.1 ..... N-1. n = 0.1 ..... N-I. 

d) Nach Cal- und Sal-Funktionen geordnete (WHT)cs 

Die ersten 16 Walsh-Funktionen in Cal/Sal-0rdnung sind im Bild 2.7 darge­

stellt. Ihr Zusarrrnenhang mit wal.)k.t) ist bereits in (2.11) und in (2.12) 

angegeben. Man kann dies auch folgendermaBen formulieren: 

wal.)k. t) 1 
walcs«1/2)k.t) 

wal cs (N-(1/2)(k+1).t) 

fur k = 0.2.4 ..... N-2. 

fur k = 1.3.5 ..... N-I. 

Diese diskrete Version !Uhrt zu den Walsh-Matrizen in Cal/Sal-0rdnung 

-1 
1 ' 

Walw(O.n) 

-1 -1 Cal(1.n) 

-1 -1 Sal(2.n) 

-1 -1 Sal(1.n) 

und 

1 Walw(O.n) 

-1 -1 -1 -1 CalC l.n) 

-1 -1 1 -1 -1 Cal(2.n) 

-1 1 -1 -1 1 -1 1 Cal(3.n) 

-1 -1 -1 -1 Sal(4.n) 

-1 -1 1 -1 -1 Sal(3.n) 

-1 -1 1 -1 -1 Sal(2.n) 

-1 -1 -1 -1 Sal(l.n) 
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Die Elemente von [Hcs(L)]. (L 

druck erzeugt werden 

1.2 ..... r) konnen direkt aus folgendem Aus-

r-I 

hcs(k.n) k. n 0.1 ..... N-l. 

wobei Po = Ur _ 1 + Ur _ 2 • PI = Ur _ 2 + Ur _ 3 • •.• P r - 2 = UI + Uo ' P r - I = Uo 

und (n)dez = (Vr_IVr_2Vr_3'" VIVo)bin (vgl.(2.5)) gelten. 

In Matrixnotation lauten die (WHT)cs und ihre Inverse (IWHT)cs: 

L 1.2 ..... r. 

FUr die entsprechende Summendarstellung gilt 

N-l N-l 

Xcs(k) = L x(n) hcs(k.n) <---> x(n) = N- 1 L Xcs(k) hcs(k.n). 
n=O k--O 

k O.1 •.... N-l. n = 0.1 ..... N-l. 

2.5 Haar-Transfonnation 

Die Haar-Funktionen sind ein vollstandiges System von orthonormalen recht­

eckigen Basisfunktionen. Sie wurden zuerst in einer Arbeit des ungarischen 

Mathematikers A. Haar im Jahre 1910 beschrieben. 

Den Funktionensystemen mit rechteckigen Basisfunktionen gilt heute ein gre­

Bes Interesse. da sie rechnerisch einfacher sind als die traditionelle Si-

nus/Cosinus-Basismenge. Die Haar-Basisfunktionen sind speziell interessant. 

weil sie die charakteristische Eigenschaft haben. daB sie sowohl globale als 

auch lokale Funktionseigenschaften besitzen. 

Die Haar-Funktionen sind wie folgt definiert [2.15]: 

HAR(O.n/N) fur 0 ~ n ~ N. 

fur 0 ~ n < (N/2). 

HAR(l.n/N) 

fur (N/2) ~ n ~ N. 



35 

lfi fur O~n< (N/4) . 

HAR(2.n/N) -~ fUr (N/4) ~ n< (N/2) . 

fur (N/2) ~ n~ N. 

1 0 

fur o ~ n < (N/2) . 

HAR(3.n/N) fi fur (N/2) ~ n < (3N/4). 

-fi fur (3N/4) ~ n ~ N. 

fur m(N/2P ) ~ n < (m+(1/2»(N/2 P ). 

fur (m+(1/2»(N/2P ) ~ n < (m+1)(N/2 P ). 

sonst 

mit p 0.1 ..... lli1dm=0.1 ..... 2 P-1. 

Die Haar-Funktionen sind auf dem abgeschlossenen Intervall [0.1] definiert. 

k6nnen aber auBerhalb des Intervalls periodisch fortgesetzt werden. Die Ba­

sisfunktionen werden in geordnete Untermengen eingeteil t. die Stufen oder 

Familien genannt werden. Innerhalb jeder Untermenge gibt es eine wei tere 

Einteillli1g. die Ordnung oder Terrnanzahl der Funktion heiBt. Die m-te Stufe 

enthalt 2m-mal soviele Terme wie die (m-1)-te Stufe. Jeder Term in einer 

Stufe ist eine verschobene Version aller anderen Terme in dieser Stufe. Die 

Basisfunktionen fur die ersten drei Stufen sind im Bild 2.8 dargestellt. 

Man beachte. daB der erste Term jeder Stufe ahnlich dem ersten Term der vor­

hergehenden Stufe ist. jedoch ist er auf die Halfte des Intervalls zusammen­

gedrangt. Wegen der rechteckigen Natur der Funktionen gibt es Diskontinuita.­

ten. Die Funktionswerte an diesen Stellen werden deswegen als Mittelwert der 

Werte auf beiden Seiten der Funktionsdiskontinuitat definiert. 

Der Haar-Transforrnation liegt die Basis HAR(k.n/N). d.h. die diskreten Haar­

Funktionen zugrunde. die periodisch. orthogonal. lli1d vollstiindig sind (vgl. 

BUd 2.8). Die Haar-Trans.forrnation lli1d ihre Inverse sind wie .folgt de.fi-

niert: 

N-1 

XHA(k) =~ x(n)·HAR(k.n/N). 
n=O 

k = 0.1 •...• N-1. 
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harlO,8) 
---------., ---- A 

har( 1,8) I-m-----------i~~~~_: 
---r--------------------------- - 8 

har(2,8)C==L _____________ m __ -8 

r=::::r------------ 8 
har( 3,8) L==L __ -8 

--,. -------------------------------- c 
har(4,8) CL_m ____________ m ___ nm -c 

IT------------------------ c 
har(S.8)OO _________ m ________ -c 

hart 6,8) CTLi~~~~~~~~~~~~ _~ 
om----- c 

har(7,8) O-----c 

o lit. 1/2 3/4 

N-1 

Bild 2_8. Haar-Basisfunktionen 

har(k.e) fur N=8 mit A=l. ~ 

und C=2. nach [1.1] 

x(n) = N- 1 I: XHA (k) . HAR- 1 (k. n/N) . 
k=O 

n = 0.1. _ . _ .N-1 . 

und N = 2r. 

In Matrixschreibweise haben wir 

~HA = [HAR(L)] ~ und 

mit [HAR(L)]-l = [HAR(L)] und L = 1.2 ..... r. 

Die (NXN)-Haar-Matrix [HAR(L)] ist orthogonal. d.h. 

[HAR(L)][HAR(L)]T = N[I(L)]. 

Haar-Matrizen der Ordnung r=l bis r=3 sind nachfolgend angegeben: 

[HAR( 1)] [ 
1 ]. 

1 -1 



[HAR(2)] 

[HAR(3)] 

Haar-Matrizen 

1 

.J2 (1 -1 

.J2 (0 0 

1 

.J2 (1 

.J2 (0 0 

2 -2 

0 0 

0 0 

0 0 

1 1 

-1 -1 

o 0) 

-1 ) 

1 1 

-1 -1 

0 0 

0 0 

2 -2 

0 0 

0 0 

sind zwar orthogonal. 

zu den Wal sh-Hadamard-Matri zen sind 
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1 

-1 -1 -1 -1 

0 0 0 0) 

1 1 -1 -1) 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

2 -2 0 0 

0 0 2 -2 

aber nicht symnetrisch. 1m Unterschied 

sie keine Kronecker-Matrizen. konnen 

aber durch eine SUlTIne von Kronecker-Matrizen dargestell t werden (vgl. Ab­

schnitt 3.3). Wahrend bei der DFT und bei der WHT jeder Transformationskoef­

fizient eine Funktion von allen Koordinaten im ursprlinglichen Werteraum ist. 

d .h. die Basisfunktionen auJ3er an den endlich vielen Nulldurchgangen un­

gleich null sind. trifft dies bei der diskreten Haar-Transformation nur fur 

die ersten beiden Koeffizienten zu. Somit sind die hoheren Haar-Koeffizien­

ten lokaler Art. 

2.6 Slant-Transformation 

Auf der Grundlage der DFT. der WHT und der Haar-Transformation lassen sich 

eine ganze Reihe anderer orthogonaler Transformationen konstruieren. Die 

diskrete Slant-Transformation (DSLT) wurde von Enomoto und Shibata [2.6] zum 

ersten Mal zur Bandbrei tenkompression in einem Fernsehubertragungs-System 

benutzt. Obwohl die Bedeutung dieser Transformation durch die Entwicklung 

der Cosinus-Transformation abgenonmen hat. spiel t sie noch eine wichtige 

Rolle. wenn eine Beziehung unter verschiedenen orthogonal en Transformationen 

gesucht wird. 
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[SL(L») bezeichnet die Slant-Matrix der GroBe NXN mit N=2r. Fiir N=2 (r=1) 

gilt 

1 ]. 

-1 

Die Slant-Matrix erster Ordnung [SL(l») entspricht also (wie aIle Orthogo­

nalmatrizen) der Hadamard-Matrix erster Ordnung [~(1»). Die Slant-Transfor­

mationsmatrizen konnen rekursiv als Produkte von schwach besetzten Matrizen 

(engl.: sparse matrices) ermittelt werden. z.B: 

1 1 1 1 
- -1- - -1- - -1- -

1 b 4 1 a 4 1 
[SL(2)] =( 1/12) 1 1 1 

1 a 4 l-b4 1 

[
[SL(l)J 1 [SL(l»)] 

~S~(~)~ :--~S~(~)~ 
- -1- - -1- - -1- -

1 1 1 1 

1 1 1 1 

b 4 +a 4 -b +a 
4 4 

b4 -a4 -b4-a4 

=( 1/2) 

-b4 +a 4 -b4 -a4 b 4 +a4 b -a 
4 4 

1 -1 -1 

Dabei werden die reellen Konstanten b4 und a 4 mit Hilfe der folgenden Bedin­

gungen bestirrmt: 

a) Die Abstande zwischen jeweils zwei Elementen miissen gleich sein. 

d.h. der Abstand zwischen den rsten beiden Elementen des Slant-Vek­

tors [SL(2») (vgl. die zweite Zeile von [SL(2»)) 

muB gleich dem Abstand zwischen dem zweiten und dem dritten Element 

sein: 
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Daraus folgt 2b4 

b) [SL(2)] muB orthogonal sein. d.h. 

[SL(2)][SL(2)]T [1(2)]: 

b 4 +a 4 -b4 +a 4 0 0 0 

b 4 +a 4 -b +a 
4 4 

b -a 
4 4 

-b -a 
4 4 

-b +a 
4 4 

-b4-a4 -1 0 0 0 

= 4 

-b +a 
4 4 

-b -a 
4 4 

b 4 +a 4 b -a 
4 4 

b 4 +a 4 b 4 +a 4 -1 0 0 0 

-1 -1 -b -a b -a 0 0 0 
4 4 4 4 

Die Orthonormalitat zeigt sich. indem 

mit a 4 = 2b4 wird. 

So erhalt man nach einigen UUUormungen b 4 2/J5 und dami t 

1/J5 (3 -1 -3) 
[SL(2)] =( 1/2) 

1/J5 (1 -3 3 -1) 

-1 -1 

In analoger Weise erzeugt man die Slant-Matrix [SL(L+1)] durch Zusammenset­

zung aus [SL(L)]: 
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[SL(L+1)] 

r[I(L-1)] 1 1 1 
- - - - -1- - - - -1- - - - -1- - - - -

1 b(L+1) 1 a(L+1) 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 1 

(1/-15) - - - - -1- - - - -1- - - - -1- - - - -
1 a ( L+1 ) I-b ( L+ 1 ) 1 

1 1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 1 

- - - - -1- - - - -1- - - - -1- - - - -
1 1 1 [1(L-1)] 

x [ 
[SL(L)] 1 [SL(L)] 1 

-[~L~L~]- : --~S~(~)~ - . 

wobei [1(L-1)] die Einheitsmatrix der Ordnung L-1 ist. a(L+1). b(L+1) sind 

Konstanten. die wie lolgt berechnet werden: 

Wir benutzen die allgemeine Slant-Matrix [SL(L)] zur Delinition der Slant­

Translormation und ihrer 1nversen: 

XSL = [SL(L)] ~ ~ = [SL(L)]T XSL mit L=1.2 ..... r. 

wobei wegen der Orthogonalitat [SL(L)]T = [SL(L)]-1 ist. 

ist der Slant-Koelfizienten-Vektor. ~T = jx(O).x(l) ..... x(N-1)! der Daten-



k 
o -L ________________ ~ 

9 n n nlLrl 
LJ LJU LJ 0 

10oonnoo Du U ULJ 

11 CLn n n n n 
U U U ULJU 

12 C1 n n.---. n n a 
U~ U U L-.I U 

r-t n n,..., rL.---. n 
BU L::J U W U U 0 

14 C1 0 n n n n n a 
UWUL-IUWU 

15 C1 n CLn ann n uwuwuwu w 

I I I I I I I I I I I I I I I I I 

o 2 4 6 8 10 12 14 16 
--t 

Bild 2.9. Slant-Basisfunktionen 

sla(k.t) fur N=16. nach [2.17] 
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vektor und [SL(L)] die (NXN)-Slant-Matrix. Die Basisvektoren der Slant­

Transformation sind die Zeilen der Slant-Matrix [SL(L)] [2.17]. Bild 2.9 

zeigt die ersten 16 (kontinuierlichen) Slant-Funktionen. 



42 

Die Beziehung zwischen den Walsh-Funktionen wal..,(k.t) und den Slant-Funktio­

nen sla(k.t) gestaltet sich fUr N=8 wie folgt [2.15]: 

sla(O.t) = wal..,(O.t). 

sla(l.t) 

sla(2.t) (1/~) [2'wal (l.t) + wal (6.t)]. 
w w 

sla(3.t) = (1/v'<f:L)(1/~) [-5·wal..,(1.t) + 8·wal..,(7.t)]. 

sla(4.t) = wal..,(4.t). 

sla(5.t) = wal..,(5.t). 

sla(6.t) (1/~) [-wal..,(2.t) + 2·wal..,(6.t)]. 

sla(7.t) (1/~) [-wal (3. t) + 2·wal (7. t)]. .., w 



3 Strategien, Berechnungs- und Darstellungsformen 

3.1 Berechnungsstrategien 

3.1.1 Direkte Berechnung der Transformationskoeffizienten 

Es sei die Aufgabe gestellt. die Koeffizienten einer diskreten Orthogonal­

transformation zu berechnen. Zur DurchfUhrung dieser Aufgabe kann man sich 

verschiedener Strategien bedienen. Bei der direkten Berechnungsmethode wer­

den die Koeffizienten direkt aus den Objektdaten bestirnrnt. ohne daB hierbei 

irgendwelche sinnvollen Zwischenergebnisse erhalten werden: Man ist ledig­

lich am vollstandigen oder unvollstandigen Satz der Koeffizienten interes­

siert. 1m allgemeinen hangt jeder Koeffizienten X(k) von allen Objektelemen­

ten x(n) ab (Ausnahme: Haar-Trans!ormation): 

N 

X(k) = L x(n)gk(n) 
n=1 

Dabei sind die gk' k = 1.2 ..... N. die Basisfunktionen der Transformation. 

Wie man sieht. sind hierfur etwa N2 Operationen (N2 Mul tiplikationen plus 

NZ-N Addi tionen) notwendig. Dieser Rechenaufwand reduziert sich entspre­

chend. wenn nicht aIle Koeffizienten berechnet werden sollen. Falls es ge­

lingt. die Rechenvorschrift als Radix-2-Algorithmus darzustellen. benotigt 

man jedoch nur N logzN Operationen. urn samtliche N Koeffizienten zu berech­

nen (vgl. Abschnitt 3.4). 

3.1.2 Berechnung aus Koeffizienten von Teilfolgen 

Andere Strategien der Koeffizientenberechnung bestehen darin. diese nicht 

direkt aus den Daten des Objektbereichs. sondern aus anderen Koe!fizienten 
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zu berechnen. Hierfur kornmen entweder die Koeffizienten niedrigerer Ordnung 

der gleichen Transformation oder die Koeffizienten gleicher Ordnung einer 

anderen Transformation in Frage. Motivation fur die Anwendung einer solchen 

Strategie ist stets die Verringerung des Rechenaufwandes. Es ist leicht ein­

zusehen. daB man an Operationen spart. falls es gelingt. Transformationsko­

effizienten aus vorhandenen Koeffizienten niedigerer Ordnung zu ermi ttein. 

Dabei verstehen wir unter Koeffizienten niedrigerer Ordnung solche. die aus 

Bruchteilen der Datenfolge berechnet wurden. z .B. aus zwei Half ten. vier 

Vierteln. etc. der Objektdaten. AIIerdings ist es nicht allgemein m6glich. 

Zeriegungen der Datenfolge anzugeben. so daB Koeffizienten heherer Ordnung 

aus Ihnen gewonnen werden kennen. Sofern die Koeffizienten jeweils aus dis­

junkten Teilmengen von Koeffizienten niedrigerer Ordnung gewonnen werden 

kennen. sprechen wir von einer hierarchischen Berechnung. In den Abschnitten 

5.3 und 5.4 wird auf diese Berechnungsstrategie naher eingegangen. 

3.1.3 Berechnung aus den Koeffizienten einer anderen 

Transformation 

Weniger einleuchtend ist. daB es vorteilhaft sein kann. aus den Daten zu­

nachst die Koeffizienten einer anderen Transformation zu berechnen und aus 

diesen diejenigen der gewlinschten Transformation. Dieses Verfahren bietet 

sich naturlich dann an. wenn die Koeffizienten beider Transformationen beno-

tigt werden. Es hat sich jedoch gezeigt. daB unter gewissen Umstanden derar­

tige "Umwege" bei der Berechnung der Koeffizienten nur einer Transformation 

zweckmaBig sein kennen. siehe z.B. [3.1]. [3.2]. 

Wir zeigen hier allgemein. wie man die Koeffizienten XI einer Basis lfk~ aus 

den Koeffizienten Xg einer Basis 19k~ ermittein kann. Seien fk(n) und gk(n). 

k = 1.2 ..... N. die Basisfunktionen der "F"-Transformation und der "G"-Trans-

formation. Die zugeherigen Transformationskoeffizienten in Matrixnotation 

sind dann 

[FJ·~. bzw. [G) '~. 

Mit den inversen Ausdrucken 
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ergibt sich 

Die Transformationsmatrix 

[T] = [F][Gr 1 

ist als regular vorauszusetzen. was im Fall von orthogonalen Transformatio­

nen gegeben ist. 

Anwendungen auf ein- und zweidimensionale Transformationen werden in den Ab­

schnitten 4.2.6 und 5.4 diskutiert. 

3.2 Anwendung der Restklassenarithmetik 

Die Durchflihrung einer diskreten Transformation ist im allgemeinen eine re­

chenintensive Aufgabe. Man bemliht sich deshalb Rechenverfahren anzuwenden. 

die eine Reduktion des Rechenaufwandes erlauben. Hierzu gehoren einerseits 

die Zerlegung des Problems in Teilprobleme und die optimale Verwendung von 

Zwischenergebnissen. wie sie bei den Radix-p-Algorithmen und bei den Prim­

iaktor-Algorithmen angewandt werden. Andererseits profitieren letztere auch 

von der Anwendung der Restklassenarithmetik. Da diese weniger bekannt ist. 

wird hier ein kurzer AbriB ohne Anspruch auf Vollstandigkeit gegeben. 

Die Vorteile der Restklassenverfahren bestehen allgemein darin. daI3 keine 

Ubertrage zu verarbeiten sind. Bei der Anwendung auf diskrete Transformatio-

nen lassen sich ahnlich groBe Einsparungen an Rechenoperationen erzielen wie 

durch Verwendung der Radix-p-Algorithmen. Die Restklassenari thmetik setzt 

die Anwendung des "Chinesischen Rest-Theorems" (CRT) voraus. das nachfolgend 

erIautert wird. 

1m ersten Jahrhundert A.D. schrieb Sun-Tzu in China ein Arithmetlkbuch. das 

elnen elngebetteten Vers enthalt. Dieser Tal-Yen (groBte Verallgemelnerung) 

genannte Vers bestimmt eine Zahl. die bel Division durch 3. 5 und 7 die Re-
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Bild 3.1. Ursprlinglicher Text des 

Chinesischen Rest-Theorems 

ste 2. 3 und 2 ergibt. Mit diesem Vers hatte Sun-Tzu ein Restklassensystem 

mit den PrinrModuli 13.5.71 beschrieben. BUd 3.1 zeigt eine Reproduktion 

des ursprlinglichen chinesischen Textes [3.3]. Diese Regel wurde von anderen 

Wissenschaftlern weiter verfeinert und spater als Chinesisches Rest-Theorem 

(CRT) bezeichnet. 

Wir betrachten zwei ganze Zahlen Ao und AI' Mit Hilfe des Euklidschen Divi­

sionsalgorithmus' bestimmen wir ihren groBten gemeinsamen Teiler: 

Ao LjAI+ A2 

Al L2A2 + A3 

Dabei sind die L[ ganze Zahlen. Der groBte gemeinsame Teiler von Ao und Al 

ist dann AN: 
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Seien b i • i=1.2.3 .... . m. Primzahlen oder paarweise teiler!remde (relative 

prime) Zahlen. Die Menge der linearen Kongruenzen 

hat eine einzige Losung modulo B mit 

Wenn die b i Primzahlen sind. gilt 

d .h. {B/bi)P I - 1 modulo b l • (3.1) 

Gleichung (3.1) hat dann eine eineindeutige Losung Pi' die durch den Euklid­

schen Algorithmus berechnet werden kann. 

Wir betrachten nun die Beziehung 

m 
A = L {B/bl)aIPI modulo B. 

i=l 

(3.2) 

Weil (B/by)ayPy modulo bu - 0 !lir ~ und u.v €11.2.3 ..... m!. erhalten wir 

dann aus (3.1) und (3.2) 

Ein ein!aches Beispiel !lir die Anwendung des CRT ist es. die !olgenden si­

multanen Kongruenzen zu losen: 

Seien <A>7= 5. <A>ll= 7. <A>13= 11. <A>5= 3. <A>3= 1. Die Schreibweise <A>bi 

a l bedeutet dabei A mod b i - ai. Die Zahl A ist zu bestimmen. Dann ist 

und 

15015. 
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Mit (3.1) erhalten wir 

j (B/b 1 )P1! jb2b3b4b5Pl ! 

<2145 P 1>7 1. PI 5. 

j(B/b 2 )P2 ! jblb3b4b5P2! 

<1365 P 2> 11 = 1. P2 1. 

j (B/b 3 )P 3! jblb2b4b5P3! 

<1155 P3> 13 = 1. P3 6. 

j(B/b)P4 ! jblb2b3b5P4! 

<3003 P4>5 

<5005 P5>3 

Dann haben wir mit (3.2) 

5 

-

-

-

-

A j I: (B/b 1 )a 1P1! modulo B 
i=l 

1 modulo b 1 . 

1 modulo b2 . 

1 modulo b 3 . 

1 modulo b4 . 

- 162433 modulo 15015 12283. 

Nun prtifen wir. ob diese Lasung die Bedingungen erftillt: 

<12283>7 = 5. <12283>11 = 7. <12283>13 11. <12283>5 3. <12283>3 1. 

Das Chinesische Rest-Theorem kann zur Definition von Restklassensystemen 

(RNS) benutzt werden. die eine schnelle Durchftihrung von arithmetischen Ope­

rationen ohne Ubertrag von Stelle zu Stelle ermOglichen. In einem sol chen 

System wird eine ganze Zahl Z durch ihre Reste Z1 modulo einer Menge von re­

lativen Primzahlen Y1 reprasentiert. Die Addition bzw. Multiplikation von 

zwei ganzen Zahlen Z und Y wird durch getrenntes Addieren bzw. Multiplizie-
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ren ihrer jeweiligen Reste ZI und YI (modulo PI) ohne Ubertrage von einem 

Rest auf einen anderen durchgeflihrt [2.2]. 

1m RNS werden also ganze Zahlen mit Bezug auf die Menge der Prim-Moduli PI 

dargestellt: 

1. i.j € !1.2 ..... mL i~j . 

Jede ganze Zahl ZL€!O.1.2 ..... L-l!. L 

RNS-Reprasentation: 

Y modulo PI' 

Symbolisiert das Zeichen "0" die Operationen +. - und x. dann genugt die 

Operation Z = Y 0 Q der Beziehung 

Z -> (Z l' Z2' Z3····· ZL)' 

Aufgrund dieser Tatsache konnen die Operationen Ylo QI in Tabellen abgelegt 

werden und z.B. durch schnelle Halbleiterspeicher realisiert werden. FUr die 

Hardware-Realisierung einer FFT-Struktur. die ein Array von ROMs (Read Only 

Memories) benutzt. kann das RNS vorteilhaft angewandl werden [3.4]. Die 

Arithmetikoperationen basieren dabei vollig auf dem RNS. 

Das RNS und das CRT werden haufig fur die numerische Transformationsberech­

nung verwendet. Zum Beispiel ist das CRT das Fundament der Index-Bezeichnung 

beim Primfaktor-Algorithmus. Weil die Berechnungen sowohl fur Addition als 

auch fur Multiplikation unabhangig voneinander in der Restklassenarithmetik 

durchgeflihrt werden konnen. laBt sich eine Funktion in der Restklasse durch 

Ausflihrung der funktionell gleichen Operationen auf dem Reslcode berechnen. 

Das RNS findet deshalb wegen seiner Fahigkeit zur Unterstutzung sehr schnel­

ler Ari thmetik irrmer mehr Beachtung. Dabei wird von der Tatsache Gebrauch 

gemacht. daB die Restklassensysteme das Rechnen mit groBen Integer-Zahlen 

durch Operationen an den kleineren Resten ersetzen. 
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3.3 Faktorisierung derTransfonnationsmatrix 

Fur die Losung der in diesem Buch behandelten Probleme ist es nutzlich. das 

Rechnen mit Matrizen hoherer Ordnung auf die Berechnung von Matrizen niedri­

gerer Ordnungen zuruckzufUhren. Dies kann mit Hilfe einer Zerlegung der ge­

gebenen Matrizen in sogenannte Blocke (auch Untermatrizen genannt) verwirk­

licht werden (vgl. Abschnitt 3.1.2). Man kann namlich jede Matrix auf viel­

fache Weise aus Matrizen niedrigerer Ordnung zusamnensetzen. AuBer einer 

solchen Zerlegung der Transformationsmatrix macht man fur die Transforma­

tionsalgorithmen fast regelmaJ3ig von der Faktorisierung der Matrizen Ge­

brauch. Die Faktorisierung ermOglicht die Reduktion einer umfangreichen 

Menge von Operationen auf weniger und voneinander unabhangige Operationen. 

In diesem Abschnitt werden zunachst einige wichtige Begriffe der Matrizen­

rechnung dargestellt. die man fur eine geschlossene Behandlung der Faktori­

sierung benotigt. Die Begrlindung und Entwicklung der Matrixfaktorisierung 

stutzt sich auf die Definition der Matrizen und ihre Rechenregeln. 

Eine Gesamthei t von Zahlen. die in Form eines rechteckigen Schemas von n 

Zeilen und m Spalten angeordnet sind. heiOt eine rechteckige Matrix. Wenn 

die rechteckige Matrix die gleiche Anzahl von Zeilen und Spal ten enthalt 

(d.h. n=m). nennen wir diese Matrix eine quadratische Matrix. In diesem Fall 

heiOt n die Ordnung der Matrix. Ein Sonderfall der quadratischen Matrix ist 

die syrrmetrische Matrix. Eine syrrmetrische Matrix [A) ist gleich ihrer 

Transponierten [A)T = [A) . Eine quadratische Matrix [A] heiOt hermitisch 

wenn [A) = [A)' gilt. Die Elemente in der Hauptdiagonalen einer hermitischen 

Matrix sind reell. 

Eine wichtige Rolle spielen die Diagonalmatrizen. die ein Sonderfall einer 

symmetrischen Matrix sind. Bei diesen Matrizen sind nur die in der Hauptdia­

gonale stehenden Elemente von Null verschieden. Sind in einer Diagonalmatrix 

[A] aIle Elemente identisch. d.h. a 11= a. dann spricht man von einer Skalar­

matrix. Ein Sonderfall einer Skalarmatrix ist die Einheitsmatrix [IN] bei 

der die a 11= 1 sind. Daruber hinaus wird eine Matrix. deren Elemente entwe­

der 1 oder 0 sind. als Binarmatrix bezeichnet. Ein Sonderfall einer Binarma­

trix ist die Permutationsmatrix. bei der in jeder Zeile und jeder Spalte nur 

eine 1 enthalten ist. 
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Im ilbrigen nennt man eine quadratische Matrix. bei der langs der Hauptdiago­

nalen quadratische Blocke angeordnet sind. aIle ilbrigen Elemente jedoch Null 

sind. eine Quasidiagonalmatrix. Beispiel einer quasidiagonalen Matrix 7-ter 

Ordnung: 

all a 12 1 0 0 0 0 0 

a 21 a 22 1 0 0 0 1 0 0 

-1- - - - - - - -1- - - - - -
o 0 1 b ll b 12 b 13 1 0 0 

o 0 1 b 21 b22 b 23 1 0 0 

o 0 1 b31 b 32 b33 1 0 0 

- - - -1- - - - - - - -1- - - - - -
o 0 1 0 0 0 1 Cll c 12 

o 0 1 0 0 0 1 C 21 C 22 

Sofern eine Transformationsmatrix eine entsprechend regelmaflige Struktur be­

sitzt. kann sie in ein Kronecker-Produkt zerlegt oder in der Form eines Pro-

duktes von schwach besetzten Matrizen geschrieben werden. 

Ein Kronecker-Produkt oder "direktes Produkt" zweier Matrizen wird durch das 

Zeichen "e" symbolisiert und als eine parzellierte Matrix definiert. Seien 

[A]=[a 1J ] eine Matrix der Ordnung rnXn und [B) eine andere Matrix der Ordnung 

rXs. Das Kronecker-Produkt von [A] und [B) wird definiert als 

[A]e[B] 

[A]e[B] ist eine Matrix der Ordnung mrXns. Diese Matrix hat mXn Blocke. Der 

(ij)te-Block ist die Matrix a 1J [B] der Ordnung (rxs). FUr die Kronecker-Pro­

duktbildung gel ten die folgenden Rechenregeln. die ohne Beweis angegeben 

werden [3.5]. [2.15]: 

a) ([A]+[B] )e[ C) [A]~[C] + [B]e[C]. 
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b) ([A]@[B])([C]@[D]) = ([A][C])@([B][D]). 

e) Wenn m=n und r=s. gilt det([A]@[B]) = (det[A])n(det[B])s. 

f) Wenn [G] = [A] @ [B]. gilt [G] = ([A]@[I]s)([I]n@[B]). (3.3) 

Die Faktorisierung einer Transformationsmatrix in ein Produkt von schwach 

besetzten Quasidiagonalmatrizen wird am Beispiel der Walsh-Hadamard-Trans­

formation gezeigt [3.6]. FUr eine naturliche Zahl r sei N=2r. [~(L)] stellt 

die Hadamard-Matrix. und [1(L)] die Einheitsmatrix mit den Dimensionen NXN 

dar (1~~r). Die Elemente von [HH(L)] sind entweder +1 oder -1 und die Zei­

len und Spalten sind paarweise orthogonal. Weil [~(L)]-l = N-l[~(L)] gilt. 

sind die Vorwarts- und die Riicktransformationen eines N-dimensionalen Vek-

tors gegeben durch 

~= [~(L)]'~' L 1.2 ..... r. 

Ein schneller Hadamard-Transformationsalgorithmus ist ein solcher. der den 

Vektor ~ in (NXK)-Qperationen (K<N) berechnet. 

1m Folgenden zeigen wir eine Faktorisierung von [~(L)] unter Verwendung von 

[HH(1)]. [1(1)]=[1 2 ] und [H(L-1)]. die sich als Produkt von r schwach be­

setzten Matrizen (Sparse-Matrizen) ergibt. Der Algori thmus beruht auf fol­

gender Rekursionsformel: 

[~(L)] 1 ]. 

-1 

(3.4) 

GemaB (3.3) gilt die folgende rekusive Faktorisierung (vgl. [3.6]): 

[~(L)] = ([HH(1)]@ [I(L-1)])([I(1)]@[~(L-1)]). (3.5) 
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Dabei sind L = 1.2 ..... r und N = Zr. Der Beweis von (3.5) ist einfach. Unter 

Verwendung der Rechenregeln fur Kronecker-Produkte (3.3) haben wir: 

([~(l)]~[I(L-l)])([I(l)]~[~(L-l)]) 

([~(1)][I(1)])~([I(L-1)][~(L-l)]) = [~(1)]0[~(L-l)] (3.6) 

GemaB (3.4) ist die rechte Seite von (3.6) genau [HR(L)]. Damit ist der Be­

weis komplett. 

FUr N=4 gilt somit: [~(2)] ([~(1)] 0 [1(1)]) ([1(1)] ~ [~(1)]). d.h. 

[~(2) ] 

-1 -1 

-1 -1 

1 -1 -1 

o 
010 

o 

1 0 -1 0 

o o -1 

o 0 

-1 0 0 

o 0 1 

o 0 -1 

Die einfache rekursive Beziehung in (3.5) kann jetzt zur Formulierung einer 

Sparse-Matrixzerlegung von [HR(L)] verallgemeinert werden. Erweiterung des 

zweiten Terms von (3.5) mit au!einanderiolgenden Hadamard-Matrizen niedrige­

rer Ordnung ergibt ein Produkt mit r = log2N Termen 

r 

[~(L)] =TI 1 [I(1)]~[~(1)]0[I{L-i)] I. 
i=l 

(3.7) 

Jede dieser Matrizen in der Produktform ist nur schwach besetzt. Sie besit-

zen jeweils nur zwei von Null verschiedene Elemente in jeder Zeile und jeder 

Spalte. Deshalb benotigt die Transformation r·N Operationen. Zur Veranschau-

lichung betrachten wir die Matrix (~{3)] in der Zerlegung von (3. 7): 

1 1 

1 -1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 

(~{3)] 

1 -1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 1 1 

-1 -1 -1 1 1 -1 



54 

+ 0 0 0 + 0 0 0 + 0 + 0 + + o 0 

0 + o 0 0 + o 0 0 + 0 + 0 + - o 0 0 

o 0 + 0 0 0 + 0 + 0 0 o 0 + + 
o 0 o + o 0 0 + 0 + 0 o 0 + + 

+ o 0 0 - 0 0 0 + 0 + 0 + + 0 0 

0 + 0 0 0-0 0 0 + 0 + + o 0 

0 0 + 0 0 0 0 0 + 0 0 0 o 0 + + 
0 0 o + 0 0 o - 0 + 0 o 0 +-

Dabei bezeichnen "+" bzw. die Elemente 1 bzw. -1 in der Matrix. 

In ahnlicher Weise kann man auch andere Transformationsmatrizen in ein Pro­

dukt von schwach besetzten Matrizen zerlegen. sofern ihre Struktur entspre­

chend regelmaBig ist. Bei der DFT mUssen hierbei die Drehfaktoren be ruck­

sichtigt werden (vgl. Abschnitt 4.2.1). 

Die Datenvektoren ~ und ~ des Objekt- und des Transformationsbereichs sind 

durch die Transformationsmatrix [T(L)] verknupft 

x = [T(L)]·~. 

Wir schreiben nun [T(L)] formal als Kronecker-Produkt von r Faktoren 

[T(L)] (3.8) 

wobei L = 1.2 ..... r und r 

sind von der Ordnung 2x2. 

log2N sind. Die Matrizen [T]I' [T]2.··· und [T]r 

Falls in (3.8) 

gilt. ist [T(L)] eine Kronecker-Potenz. 

[T(L)] 

wobei "@r" bedeutet. daB r Matrizen [T]l durch @ verbunden sind. 
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Nun betrachten wir noch einmal das Beispiel der Hadamard-Transformation. Aus 

(3.4) entwickeln wir 

[~(L)J = [~(1)J~[HH(L-1)J 
[~(L-1)J [~(1)J~[~(L-2)J 

[~(L-1)J = [~(1)J~[HH(L-3)J 

[~(2) ) 

[~(1)) 

[~(O) ) 

Daraus folgt 

[~(1) J~[HH( 1)] 

[~(1)J~[~(O)J 

= 1 

worin der Faktor [~(1)J genau r-mal enthalten isl. 

FUr N=B. r=3 ist zum Beispiel: 

[~(3») = [~(1)]~[~(1)J~[~(1)J 

1 

1 -1 1-1 

1 1 -1 -1 

1 -1 -1 

{J 

1 1 

-1 1 -1 1 -1 -1 

1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 

1 -1 -1 1 -1 -1 

1 1 -1 -1 -1 -1 

1 -1 1 -1 -1 1-1 

1 -1 -1 -1 -1 

1 -1 -1 -1 1 1-1 

(3.9) 

Falls sich die Trans1ormalionsmalrix durch eine Kronecker-Potenz darstellen 

liiJ3t. kann die Trans1ormation auch hierarchisch durchge1iihrt werden. d.h. 

die KoeUizienten konnen jeweils aus 2r. r = 1.2 •... Koe1fizienten der 
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nachsl niedrigeren Ordnung ermillell werden (vgl. Abschnill.5.4). Unler den 

orlhogonalen Transformalionen isl die (WHT)H die einzige. die diese Eigen­

schafl aulweisl. Das erklarl einige ihrer inleressanlen Eigenschallen. 

Urn auch andere Transformalionsmalrizen durch Kronecker-Produkle darslellen 

zu kennen. wurde von Fino und Algazi ein verallgemeinerles Kronecker-Produkt 

eingeflihrl [3.7]. Hlerbei werden zwei Mengen tA~ = t[Ao]. [Al] ..... [Am-l]~ 

der Ordnung m und tB~ = t[Bo]. [Bl] ....• [Bn-l]~ der Ordnung n zu einer qua­

dralischen Malrix [e] der Ordnung rnxn verknupll [e] = tA~~tB!. Dabei isl das 

allgemeine Elemenl 

= eil e 
um+W'.u·m+w 

AW 
U,U' B::.", 

mit 

i u'm + w. u. u' 0.1 ..... n-1 

u' ·m + w' . w. w' 0.1 ..... m-1. 

FUr [e) erhall man 

[e] [p]T[diaglA~]·[P]·[diaglB!]. 

Hierin bedeulen 

und [P] die "Per1ecl ShuHle"-Permulationsmalrix der Ordnung rnxn. Die Bil­

dung des verallgemeinerlen Kronecker-Produkts isl im Bild 3.2 dargesleill. 

FUr den Spezialfall. daB aIle 

[A 1 ]=[A] • i = 1.2, ...• m-l 

undalle 

[El ]=[E]. j = 1.2 ..... n-l 

gehl (3.9) in das bekannle Kronecker-Produkl [A]e[E] uber. 
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Bild 3.2. Zur Bildung des verallgemeinerten Kronecker-Produkts. nach [3.7] 

Die Fourier-Trans!ormationsmatrix (vgl. Abschnitt 4.Z) der Ordnung N = Zr. 

r = 1.Z ..... kann dann z.B. wie !olgt dargestellt werden: 

[F(L)] 

W = exp(-jZ .. /N). 

j =H. 
k = 0.1. .... N-1. 

3.4 Indizierung der Daten im Objekt- und 
im Transformationsbereich 

3.4.1 Aufteilung in Module 

57 

Ein "schneller" Algorithmus berechnet die N TransformationskoeHizienten aus 

den N Objektdaten mit weniger als 0(N2 ) Operationen. Das wird meglich. indem 
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man die Daten in geeigneter Weise unterteilt und die Berechnung in einzelne 

Module aufteilt. Damit will man erreichen. daB Zwischenresultate mehrfach 

weiter verarbeitet werden und so die Anzahl der benotigten Operationen m6g­

lichst klein gehalten wird. Die Unterteilung der Datenmenge beruht au! einer 

geeigneten Indizierung. 

Zu diesem Zweck zerlegt man die Anzahl N der diskreten Daten in Faktoren. N 

darf also keine Primzahl sein. Von den zahlreichen Moglichkeiten der Fakto­

risierung sind zwei von besonderem Interesse: Entweder wird N als ganzzah­

lige Potenz eines Radix p E )2.3 .... ! gewahlt. oder N ist das Produkt von m 

gegenseitig teilerfremden Faktoren Nl . N2 ..... Nm . Damit ist die Anzahl der 

diskreten Datenwerte nur mit gewissen Einschrankungen frei wahlbar. 

Aligemein ist also N Nl N2 ... Nm • wobei entweder 

1 . i.j 11.2 ..... m! und i;ej (3.10) 

N 
r 

p und damit 

N (3.11) 

ist. Die Darstellung (3.11) von N durch eine ganzzahlige Potenz von p 

2.3 ... fUhrt auf die Radix-p-Algorithmen. 

1m ersten Fall (3.10) sind die Faktoren N i • i = 1.2 ..... m. gegenseitig tei­

lerfremd (engl.: relative prime). Diese Faktorisierung ist Grundlage der 

Primfaktor-Algorithmen (PFA. vgl. die Abschnitte 4.2.3 und 4.3.3). Die Dar­

stellung des Objekt-Index' n und des TransIormations- (Frequenz-) Index' k 

gestal tet sich wie folgt. Zur Vereinfachung nehmen wir zunachst an. daB N 

nur in zwei Faktoren zerlegt wird 

N 1. 

Der Laufindex im Objektbereich n = 0.1.2 ..... N-1 wird nun durch zwei unab­

hangige Variable n 1= 0.1.2 ..... Nl -1 und n z= 0.1.2 ..... N2 -1 ausgedruckt. der­

art daB 
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Dabei sind die Konstanten CI und C2 so zu wahlen. daB aIle Werte von n er­

faJ3t werden und Eindeutigkei t verhanden ist. d.h. jedes n durch eine be­

stirnmte Kombination (n l • n 2 ) erhalten wird. Derartige Kombinationen existie­

ren jedoch irrmer [3.8J. Entsprechend wird der Laufindex k im Transforma­

tionsbereich durch 

dargestellt. Eine Eindeutigkeit erhalt man fur 

wobei a,b naturliche Zahlen sind. Entsprechendes gilt fur C3 und C4 [3.8J. 

Falls die Ni nicht teilerfremd sind. z.B. N=pr (vgl. (3.11)). mi.issen fur 

eine Eindeutigkeit die folgenden Bedingungen erfullt sein [3.8J 

oder 

1. 

Urn eine Reduktion des Rechenaufwandes zu erhalten. sind nun die Konstanten 

so zu wahlen. daB 

o oder o. (3.12) 

Wenn die Nl teilerfremd sind. konnen be ide Bedingungen (3.12) erfullt wer­

den. wodurch zusatzlich Vereiniachungen in der Arithmetik m6glich werden. 

Die Abbildung der Indizes n und k auf die Subindizes n i und k J laJ3t die Phi­

losophie der "schnellen" Algorithmen erkennen. Sie erlaubt die Aufspaltung 

einer groJ3en Aufgabe in eine Reihe von kleineren. Das druckt sich so aus. 

daB in den Surnmenformen (1.2) die Surnmen uber die n bzw. k durch mehrere un­

abhangige Summen uber die n 1 bzw. k J ersetzt werden (vgl. Abschnitt 4.2.1), 

Eine andere Deutung dieser Abbildung ist die Umsetzung eines eindimensiona­

len Problems in ein mehrdimensionales mit jeweils unabhangigen Variablen. 
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Bei den Primiaktor-Algorithmen gemaB (3.10) bezeichnet man die Teilsummatio­

nen als Module. 1m Fall der Radix-p-Transformationen nach (3.11) heiBen die 

unabhangigen Teile Iterationen. 

3.4.2 Darstellung durch Signalflu~graphen 

1m Abschnitt 3.3 wurde am Beispiel der (WHT)Hgezeigt. wie man durch geeig­

nete Matrixfaktorisierung die Komplexitat von O(N2) auf O(NlogN) reduzieren 

kann. Die Faktorisierung erlaubt es. den Datenvektor zunachst mit der rech­

ten Faktormatrix [T)I' den Ergebnisvektor sodann mit der Faktormatrix [T)2 

zu multiplizieren. und so fort: 

1. Verarbeitungsstufe: [T)I ~ 

2. Verarbeitungsstufe: 

10g(N)-te Verarbeitungsstufe: 

Ergebnis: K = [T)!OiN [T)lOiN-I ... [T)2 [T)I ~ 

Sofern N eine ganzzahlige Potenz einer Zahl p e: 12.3 .... ! ist. ergibt die 

Faktorisierung genau 10gpN Faktormatrizen. Weiterhin beobachtet man. daB so­

wohl bei der Kronecker-Produktbildung als bei der Zerlegung in schwach be­

setzte Matrizen jedes neue Vektorelement eine gewichtete Summe aus dem ent­

sprechenden Vektorelement der vorhergehenden Verarbei tungsstufe und (p-l) 

anderen Elementen des bisherigen Vektors ist (vgl. Abschnitt 3.3). Sofern 

eine Faktorisierung dieser Art m6glich ist. kann man die Multiplikation des 

Datenvektors mit den Faktormatrizen nacheinander durchfUhren. derart daB nur 

genau p Zwischenspeicher erforderlich werden. Dies ist deshalb m6glich. weil 

jeweils p Daten kombiniert und in ihre ursprlinglichen Speicherplatze zuruck­

geschrieben werden konnen. denn die Ursprungsdaten werden im weiteren Ver­

lauf nicht mehr benotigt. Die Matrixfaktorisierung ergibt in diesem Fall ne­

ben der betrachtlichen Komplexitatsminderung auch eine Begrenzung des Spei­

cher- platzes auf N+p Worter. Man spricht deshalb von einer Verarbeitung mit 

Ersetzung (der Speicherinhalte) oder einer "in-place"-Verarbeitung. Charak-
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teristisch hierflir ist die Berechnung in Stufen oder Iterationen. Diese Ver­

arbei tungsart kann man als die eigentliche Ursache fur die Einsparung an 

Operationen ansehen: In jeder Iteration werden (gewichtete) Teilsummen ge­

bildet. die in der darauf folgenden Iteration p-fach weiterverwendet werden. 

Es ist ublich und zweckmaBig. die Verknupfung der Eingangsdaten und der Zwi­

schenergebnisse durch SignalfluBgraphen darzustellen. Wegen der Aufteilung 

in Iterationen und wegen der "in-place"-Verarbei tung entstehen Signal! luB­

graphen (SFG) mit groBer RegelmaBigkeit. Die Form der Radix-2-SFG (vgl. Bild 

3.3) flihrte zu der Bezeichnung "Schmetterlings-Diagratml". Die SpeicherpUitze 

fur Datenworter werden im SFG meist vertikal angeordnet. die Iterationen ho­

rizontal. Aui einer horizontalen Linie liegende Knoten (vgl. z .B. BUd 

3.3(b)) stellen also den gleichen Speicherplatz dar. Zu Beginn werden die 

Daten geladen (linke Seite des SFG) und nach Ablauf samtlicher Iterationen 

enthalt jeder Speicherplatz ein Element des trans!ormierten Vektors (rechte 

Seite des SFG). Zwischen den einzelnen Iterationen sind in den Speicherplat­

zen Zwischenergebnisse enthalten. die manchmal von Interesse sein konnen. 

FUr die graphische Darstellung der SFG haben sich zwei verschiedene Darstel­

lungsiormen herausgebildet. Ihre Anwendung hangt von der Art des darzustel­

lenden SFG abo Die im Bild 3.3(a) gezeigte Form ist sehr allgemein. hat aber 

den Nachteil. daB umiangreiche SFG leicht unubersichtlich werden. Die Kreise 

stellen Multiplikationen mit den Konstanten a bis d dar. Eine Zusa=enilih­

rung vori 2 Kanten bedeutet die Addition der Signale. FUr umfangreiche SFG 

empiiehlt sich die im Bild 3.3(b) gezeigte Darstellung. Allerdings ist ihre 

Anwendung au! SFG der FFT beschrankt. 

In diesem Buch verwenden wir vorzugsweise eine Darstellung nach Bild 3.3(c). 

Dabei werden multiplikati ve Konstanten an der betreUenden Kante des SFG 

vermerkt. Gelegentlich wird der Faktor (-1). d.h. eine Subtraktion des Spei­

cherinhalts durch eine gestrichelte Kante dargestellt (vgl. Bild 3.3(a). 

Die iiberwiegende Mehrzahl der im Buch beschriebenen Algorithmen verwendet 

die Radix-2-Struktur. Ein Radix-2-SFG fur N=2 r diskrete Daten besteht aus r 

Iterationen. in denen jeweils 2 in den Knoten (Speicherplatzen) enthaltene 

Werte linear kombiniert und (bei "in-place"-Verarbei tung) in diese Spei­

cherplatze zuruckgeschrieben werden. Dabei werden in den einzelnen Iteratio-
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A 0---0,----"7--0 A + BW A o---o,----""'?'"""-O A + BW 

(a) 

-W 
A-BW Bo--~----~~A-BW 

A A+aw AXA.' 
(b) 

B A-BW B W (A-BlW 

A aA + eB 

(e) 

Bo--+---{ }----+---<> b A + d B 

Bild 3.3. Darstellung von Radix-2-SignaliluBgraphen in drei Formen 

nen die Knoten gruppenweise verarbeitet: In einer Iteration werden jeweils 

zwei benachbarte Knoten kombiniert. in weiteren Iterationen werden Gruppen 

zu 4. 8. 16 ..... 2T Knoten gebildet. wobei die Kombination zwischen Knoten­

paaren mit den Distanzen 2. 4. 8 ..... 2 r - 1 er!olgt. Die Reihenfolge dieser 

Iterationen ist maBgebend fur die Reihenfolge der Eingangs- und Ausgangs­

werte (vgl. den Abschnitt 3.4.3 und z.B. die Bilder 3.5 und 3.6). 

SFG hoherer Radizes sind analog zum Radix-2-SFG strukturiert. Bei einem SFG 

des Radix p werden jeweils Gruppen von p Speicherplatzen (Knoten) miteinan­

der kombiniert. Von jedem Knoten gehen also genau p Kanten ab und es mUnden 

p Kanten in ihn ein. Bild 3.4(a) zeigt einen Radix-3-SFG. Bild 3.4(b) einen 

Radix-4-SFG. Aufgrund des SFG kann man die Komplexitat einer Radix-p-Trans­

formation gut ubersehen. Wenn man N=pT Daten zu verarbeiten hat. benotigt 

man r=logpN Iterationen. In jeder Iteration benotigt man maximal p·N Multi­

plikationen und (p-1)N Additionen. Daraus folgt fur die Komplexitat: 

K O(N log N). 
p 



(n)3 

OO~------~~------~ 

01~~r--r~~~~~~~ 

02~~~~~~------~ 

10~~~~~~------~ 

11 ~~~~--~~~~--~ 

12~~~~T7~------~ 

20~~~~~~------~ 

21~~~~~~~~~~3-

22~------~~------~ 

(a) 

(b) 

Bild 3.4. a) Radix-3-SignallluBgraph. b) Radix-4-SignalfluBgraph 
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Wieviele Mul tiplikationen tatsachlich benotigt werden. ist eine Frage des 

jeweiligen Algorithmus·. da die Multiplikatoren zum groBen Teil trivial 

(z.B. 1. -1. j) sind. Durch geeignete Darstellung und geschickte Zusammen­

lassungen gelingt es. fUr bestimmte Translormationen die Anzahl der Multi­

plikationen zu verringern. Allerdings betragen die mOglichen Einsparungen 

nur Bruchteile einer GroBenordnung. Die Mindestanzahl von Multiplikationen 

lUr einen bestinmten Algori thmus liiBt sich theoretisch ermi tteln [3.9]. 

[3.10] . 

Sofern die schmetterlingsartige Struktur der SFG in irgendeiner Weise durch­

brochen wird. geht die "in-place"-Eigenschaft verloren. Dies tritt z.B. dann 

ein. wenn man verlangt. daB Eingangs- und Ausgangswerte eine bestimmte. dem 

Algor i thmus nicht entsprechende Reihenfolge aufwei sen mUssen. Ein anderes 

Beispiel eines SFG ohne "in-place"-Eigenschaften ist ein solcher mit kon­

stanter Geometrie in allen Iterationen (z.B. Bild 7.3). Derartige Verarbei­

tung en bieten gelegentlich Vorteile bei der Realisierung durch eine Spezial­

Hardware. 

3.4.3 Beziehungen zwischen Iterationenfolge. Objektdaten- und 

Koeffizientenreihenfolge 

Wie im Abschnitt 3.3 gezeigt wurde. konnen geeignet !aktorisierte Trans!or­

mationsmatrizen in SignallluBgraphen umgesetzt werden. FUr die am hauligsten 

verwendete Radix-2-Struktur hat man dann r=10g2N Iterationen auszulUhren. In 

diesem Abschnitt solI gezeigt werden. wie sich bei Umordnen der Reihenlolge 

von Iterationen die Struktur der Eingangs- und Ausgangswerte. d.h. der Ob­

jektdaten und der Koellizienten andert. Dabei wird angenonmen. daB nur die 

Strukturen der SFG geandert werden. etwaige Multiplikatoren (z.B. Drehlak­

toren bei der FFT) jedoch in der ursprUnglichen Iteration verbleiben. 

Zur Vereinfachung der Erlauterung diskutieren wir zunachst die Moglichkeiten 

der Anordnungen eines SignallluBgraphen lUr eine Radix-2-Struktur mit rIte­

rationen. 

Wir konnen die Anzahl der AnordungsmOglichkeiten von r Iterationen durch die 

Permutation P darstellen: 
r 
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P 
r 

r'(r-1)'(r-1) ... 3·2·1 r! • 

d.h. es gibt P r = r! Anordnungsm6glichkeiten fur einen SFG mit r Iterationen. 

Nun betrachten wir ein Beispiel mit r=4: 

Seien die vier Iterationen im SFG durch A. B. C und D dargestellt. Dann gibt 

es insgesamt P,,= 4' = 24 Anordnungsm6glichkeiten der Iterationen. namlich 

ABCD. BCDA. CDAB. DABC. 

BADe. ADeB. DCBA. CBAD. 

CDBA. DBAC. DBCA. BACD. 

DCAB. CABD. CADB. ABDC. 

Es ist nun von Interesse. welche Auswirkung die Vertauschungen au! die Rei­

hen!olge der Objektdaten (d.h. der Eingangswerte) und der Koetfizienten 

(Ausgangswerte) haben. Hierzu betrachten wir die Bitumkehroperation von n 

BRO=R(n). die im Abschni tt 2.4 berei ts benutzt wurde. Wenn wir beispiels­

weise N=16 annehmen. dann ist r=4 und wir k6nnen k und n als 4-Bit-Binarzah­

len darstellen. Das Bitumkehrverfahren ist durch Bild 2.5 illustriert. 

Wir k6nnen in ahnlicher Weise wie im Bild 2.5 Bitaustauschoperationen (Bit 

Exchange Operations) BEO(1) bis BEO(P r ) definieren. In den folgenden Bei­

spielen betrachten wir allerdings nur paarweise Vertauschungen von Iteratio­

nen. Nehmen wir beispielsweise an. der Index von x(n3 .n2 .n1 .nO) sei in der 

naturlichen Reihenfolge geordnet. Analog zu Bild 2.5 ist dann 

BRO = R(n) = BEO(l) 

Entsprechend werden BEO(2) bis BEO(9) definiert. Die so definierten BEO-Mog­

lichkeiten fur N=4 sind in Tabelle 3.1 angegeben. Wenn man beispielsweise 

die Eingangswerte im SFG einer 16-Punkte-FFT gemaB Bild 3.5 nach BEO(l) urn­

ordnet. ergibt sich ein SignaUluBgraph wie im Bild 3.6 dargestellt. d.h. 

mit der ublichen Bitumkehr. 
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Tabelle 3.1. Moglichkeiten der Indizierung. N=16: Die naturliche 
Reihenfolge und einige Versionen mit Bitaustausch sind durch 
BEO(O) bzw. durch BEO(m). (m = 1.2 ..... 9) bezeichnet. 

BEO(O) BED ( 1) BEO(2) BEO(3) BEO(4) 

0000 0000 0000 0000 0000 
0001 1000 0001 0010 1000 
0010 0100 0010 0001 0010 
0011 1100 0011 0011 1010 
0100 0010 1000 0100 0100 
0101 1010 1001 0110 1100 
0110 0110 1010 0101 0110 
0111 1110 1011 0111 1110 
1000 0001 0100 1000 0001 
1001 1001 0101 1010 1001 
1011 0101 0110 1001 0011 
1011 1101 0111 1011 1011 
1100 0011 1100 1100 0101 
1101 1011 1101 1110 1101 
1110 0111 1110 1101 0111 
1111 111 1 1111 1111 1111 

BEO(5) BEO(6) BEO(7) BEO(8) BEO(9) 

0000 0000 0000 0000 0000 
0001 0100 0001 0010 0100 
0100 0010 1000 0001 1000 
0101 0110 1001 0011 1100 
0010 0001 0100 1000 0001 
0011 0101 0101 1010 0101 
0110 0011 1100 1001 1001 
0111 0111 1101 1011 1101 
1000 1000 0010 0100 0010 
1001 1100 0011 0110 0110 
1100 1010 1010 0101 1010 
1101 1110 1011 0111 1110 
1010 1001 0110 1100 0011 
1011 1101 0111 1110 0111 
1110 1011 1110 1101 1011 

. 1111 1111 1111 1111 1111 



m=1 m=2 m=3 m=4 

xoln) x, X2 x3 x41k) 
xlO I woX/IOI 

xl1 ) w8 X,IB) 

xl21 

x 13 ) 

x (4) 

x 15) . 

x ( 6 ) 

x (7) 

x (8) 

x I 9) 

x 1101 

x 1111 

x(12) 

x 1131 

x (14) 

x (15) 

4-H----1:-\-lr-V::-**--*~;:----7"""'""---;;W ... 3 X,I 3 ) 

4-f---\-~~~~~~~~-7>"i:::::::"'--:::!W!!loell X,(11) 

4---lr:¥;;+-~~~~E-~o.:::::-----:;;W"7 X,I 7) 

'------4f----~~----=~::::::.....--~W~15 X,11S) 

Bild 3.5. Signalflufigraph der FFT mit nalUrlicher Ordnung der Eingangs­

werle fUr N=16. (r=4) 

J, 
BEO( 1) 

J, 
Bild 3.6 
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Analog dazu kormen wir weitere Formen von SignaUlufigraphen angeben. je 

nachdem wie man die Eingangswerle anordnet. 1m Bild 3.7 sind wegen BEO(8) 
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m=1 m=Z m=3 m=4 

xo(n) xI X2 Xl X,(I() 
X (0) -===:---~~--"7!c"---~--____ X,(O) 

xIS) w,X,(1) 

x(4) 2X f IZ) 

x11Z) X f (3) 

x(2) X f (4) 

x(10) WSXfIS) 
x(6) X f (6) 

x(14) 7X f (7) 

x(1) weXflS) 
x(9) ""X f (9) 

xIS) wlOXf(10) 
x(13) w"X f (11) 
x(3)-=----~~-----,~~~~~~-+~ 

x(11) .....,:::::......--~~----':;...E-~_r_"'"*~"""*_H_-__\:~ 

x(7)-=---=~-~-~~-~~~--~ 

x11S) -==:....---..::::::.~----~~-----..;¥:--------lo. 

Bild 3.6. FFT-SignaliluBgraph mit BEO(l)-Umordnung der Eingangswerte 

gegenliber Bild 3.5 

m=1 m=Z m=3 m=4 

xJnl X, X2 Xl X41k) X,lkl 

xlO) XfIO) 
x(4) X,I2l 
xIS) Xf l1l 
x11Z) Xf(3) 
x(1) X,IS) 
xIS) Xf(10) 
x(9) "'<::"'---=:~---:~:::------=:::IO"!-lrt****~~~~~W9 X4(9) Xf (9) 

x(13) wl1 X4113~Xf(11) 

xlZ) "'" X4IZ) X~4) 
x(6) W6 X416l Xf(6) 
)((10) w5 X,,.I10) Xfl S) 
x(14) 7 X4(14) Xf(7) 

w 
x(3) w'2 X413l X,I1Z) 
x(7) W14 X4(7) Xf(14) 
x(11) wll X4(11) X,(13) 

~) ~~ ~ 

Bild 3.7. FFT-SignalfluBgraph mit BEO(8)-uIDordnung der Eingangswerte 

gegenUber Bild 3.5 
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(vgl. Tabelle 3.1) der Eingangswerte die Strukturen der 1. und der 2. Itera­

tion sowie der 3. und der 4. Iteration miteinander vertauscht. 

Wir untersuchen nun den Einflu/3 der Bttaustauschoperationen BED auf die 

Folge der Iterationen und der Datensequenz. Dabei benutzen wir N=16 Daten­

werte und entsprechend r=4 Iterationen als Beispiel. Die Unterschiede in der 

Struktur der einzeinen Iterationen eines Signalflu/3graphen liegen im Abstand 

der dualen Knoten. Das sind solche Knoten (Speicherplatze). die in der be­

treffenden Iteration miteinander verknupft werden. Die Abstande der dualen 

Knoten betragen fur die a-te Iteration N/2" mit a = 1.2 ..... r. Betrachtet 

man die Drdnungszahl n der Knoten in binarer Darstellung 

n O.1 •.... N-1. 

so stellt man fest. daB jeweils solche Knoten verknupft werden. deren Ham­

ming-Distanz 1 betragt und bei denen sich das unterschiedliche Bit in der b­

ten Binarstelle befindet (vgl. Bild 3.5). 

FUr die 1.Iteration (a=l) gilt z.B.: n3 n 2 n l no 

x l (8} ->XI ( 1000 

Xl (O) -> Xl (0 0 0 0 

Differenz der Indizes: 8 ---> 

Binarstelle b: ---> 

000 

123 4 

AIIgemein gilt fur den SFG nach Bild 3.5. daB die binar geschriebene Diffe­

renz der Indizes eines dualen Knotenpaars in der a-ten Iteration nur in der 

Stelle b=a den Wert 1 hat. Alle anderen Stellen sind Null. Vertauscht man 

nun im der Binarindex der Eingangswerte die 1. Stelle mit der 4. Stelle und 

die 2. Stelle mit der 3. Stelle. dann erhalt man die umgeordneten Eingangs­

daten wie folgt: 

,j, ,j, ,j, 
b=2 b=3 h=4. a=b. 

Dabei ist a die Ordnungszahl der Iteration 1m ursprilnglichen Signalflu/3graph 

(z.B. Bild 3.5). Wenn man die Eingange z.B. nach BED(9) (vgl. Tabelle 3.1) 

anordnet. dann erhalt man fur a=b: 
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m=1 m=2 m=3 m=4 

XO(n) Xl X2 X3 X4(k) Xf(k) 

X(O) Xf(O) 
x(2) Xf(4) 

X (1) Xf(S) 

x(3} "'2 X4(3} Xf (12) 

X(S) loll X4(S) Xf(1 } 

x(10} loiS X4(10) Xf(S) 

x(9) w'I X4(9) Xf(9} 

x(11} ,,13 X4(11} BROX f (13) 
x(4) 1012 X4 (4) Xf(2} 

x(6} "" X4(6} Xf(6} 

xIS} ,,'0 X4(S} Xf (10} 

xl?} ,,14 X4(?} Xf (14} 

x(12) ",l X4(12} Xf(3} 

x(14} 1011 X4 (14} XP} 
x(13} ,,11 X4(13} Xf (11} 

x(1S} "S X4(1S} Xf (1S} 

Bild 3.8. FFT-Signal!luBgraph mit BEO(9)-umordnung der Eingangswerte 

gegenUber Bild 3.5 

J- J- J- J-
b=3 b=4 b=1 b=2, a=b. 

Der zugehorige Signal!luBgraph ist im Bild 3.8 dargestellt. Die Aus!lihrung 

der Transfo~mation ergibt die Koeffizienten X4 , die sich durch Bitumkehr in 

die natUrliche Ordnung Uberflihren lassen: 

Schernatisiert stellt sich der Zusammenhang fUr dieses Beispiel wie folgt 

dar: 

J-
SignalfluBgraph (Bild 3.8) 
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Entsprechendes gilt fur die Signal!luBgraphen der Bilder 3.6 und 3.7. wobei 

Bild 3.8 die bekannte einfache Bitumkehr darstellt. Urn den EinfluB von Ver-

tauschungen der Iterationen anschaulich darzustellen. wird der Zusammenhang 

wie folgt beschrieben: 

x(n 1 •.••• n ...... n ...... n .n ) 
r- 1 J 1 0 

BEO(k) 

,l, 

<n :n > 
i j 

x(n r _ 1 • •..• n J •••.• n l •· ••• n 1 .no ) 

,l, 
mit entsprechend verandertem SFG 

,l, 
BEO(l) = BRO (Bitumkehroperation) 

Die o.g. MaBnahmen zur Veranderung der Datenreihenfolge haben Auswirkungen 

auf die Implementierung der Algorithmen. Insbesondere fur die Verarbeitung 

durch Vektorrechner konnen hiermi t gUnstige Arbei tsbedingungen gescha!!en 

werden [3.11]. 

Wir betrachten nun noch die Auswirkungen von Vertauschungen der Iterationen 

einschlieBlich ihrer Multiplikatoren. Dabei beschranken wir uns der besseren 

Ubersicht wegen auf 3 Iterationen eines Radix-2-SFG. d.h. N=8. Die Ergeb­

nisse konnen leicht auf beliebig groBe SignalfluBgraphen ubertragen werden. 

Ausgangspunkt der Betrachtungen sei ein SFG gemiiB Bild 3.9. Die 

Multiplikatoren a~. b~. c~ und d~ (i = 1.2 ..... r = logzN. j = O.l ..... N-l) 

konnen von Knoten zu Knoten und von Iteration zu Iteration verschieden sein. 

Bei den hier betrachteten Orthogonaltrans!ormationen herrscht allerdings 

eine gewisse RegelmaBigkeit vor. Zudem sind viele der Multiplikatoren gleich 

1. 

Wie wir in den Abschnitten 3.3 und 3.4.2 gezeigt haben. entspricht jede Ite­

ration einer Multiplikation mit einer (schwach besetzten) Teilmatrix [T I ]· 



72 

Knoten Nr. 0 a] 
j=O~--~~~--~-?r-----~ 

2- - Multiplika toren 
a! b! c1 di 

I I I I 

3- -
4- -
5- - - -
6- - - -
7- • • • 
'---v--J"--y--J ~ 

Iteration Nr. i =1 2 3 

Bild 3.9. SignalfluBgraph mit allgemeinen Multiplikatoren fur N=8 

FUr den SFG nach Bild 3.9 erhalten wir die Transformationsmatrix 

gemaB Bild 3.10. Eine Vertauschung der Iterationen einschlieBlich der zuge­

horigen Multiplikatoren entspricht einer Vertauschung der Reihenfolge der 

Faktoren [T i ). Abgesehen von den Trivialfallen der Multiplikationen mit sich 

selbsl oder mit der Einheitsmatrix ist die Matrizenrnultiplikation genau dann 

kormrutati v. wenn die Faktormatr izen syrrmetr isch sind, d .h. b~ = c~. Das 

trifft bei der (WHT)H zu, nicht jedoch bei der DFT. Somit konnen die Itera­

tionen der (WHT)H in beliebiger Reihenfolge ausgeflihrt werden. Diese nutzli­

che Eigenschaft kann jedoch nicht auf andere Orthogonal transformationen 

ubertragen werden. 



aOO 0 0 e 40 0 0 
3 3 

o alO 0 0 e 50 0 
3 3 

o 0 a 20 0 0 e 60 
3 3 

o 0 0 a~O 0 oe~ 

b~O 0 0 d~O 0 0 

o b~O 0 0 d~O 0 

o 0 b~O 0 0 d~O 

o 0 0 b~O 0 0 d~ 

aOO e20 0 0 0 0 
2 2 

o alO e 30 0 0 0 
2 2 

bOO d20 0 0 0 0 
2 2 

o blO d30 0 0 0 
2 2 

o 0 0 0 a~o e~o 

o 0 0 0 0 a50 e7 
2 2 

o 0 0 0 b40 d 6 0 
2 2 

o 0 0 0 0 b50 d7 
2 2 

aOelO 0 0 0 0 0 
1 1 

bOdlO 0 0 0 0 0 
1 1 

o 0 a 2e 30 0 0 0 
1 1 

o 0 a2e 30 0 0 0 
1 1 

o 0 0 0 a4e50 0 
1 1 

o 0 0 0 b4d50 0 
1 1 

o 0 0 0 0 0 a 6e7 
1 1 

o 0 0 0 0 0 b 6d7 
1 1 

Bild 3.10. Transiormationsmatrizen gemaB Bild 3.9 
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4 Algorithmen eindimensionaler Transformationen 

4.1 Algorithmen fUr die diskrete Walsh-Transformation 

4.1.1 Algorithmen ftir die Paley-, Hadamard- und Walsh-Ordnung 

Die Walsh-Funktionen sind ein vollstandiges System von orthogonal en Funktio­

nen. Sie nehmen nur die beiden Funktionswerte (+1) und (-1) an. Deshalb be­

notigt die Berechnung der diskreten Walsh-Transformation (DWHT) nur Additio­

nen und Subtraktionen. Die DWHT ist deswegen von sich aus schneller als aIle 

anderen Orthogonaltransformationen. 

Wie wir im Abschnitt 2.4 gezeigt haben. existiert keine einheitlich geord­

nete Form fur die Walsh-Funktionen. 1m Gegensatz zu den komplexen Exponen­

tialfunktionen. die nach ihrer Frequenz geordnet werden. hat man mindestens 

drei in verschiedener Weise geordnete Walsh-Funktionensysteme und daher min­

destens drei Formen von Transformationsalgorithmen. 

Hinsichtlich der Computerorganisation sind die naturlich oder nach Hadamard 

geordneten Transformationskoeffizienlen am einfachsten zu berechnen. da die 

Transformationsmatrix als Kronecker-Potenz der einfachen Hadamard-Matrix 

[~(1)] abgeleitet werden kann. Eine gewisse Schwierigkeit bei der Walsh-Ha­

damard-Transformation (WHT)H besteht darin. eine nach Sequenzen geordnete 

Ausgabe zu erzeugen. die fur viele Verwendungen wUnschenswert ist. Dazu 1st 

es notwendig. eine Bitumkehroperation bei Eingabe oder Ausgabe zusammen mit 

einer Gray-Code-umordnung der Ausgabe auszuflihren (vgl. Abschnitt 3.4). 

Der Algorithmus fur die (WHT)H wurde berelts im Abschnitt 3.3 durch Faktori­

sierung der Transformationsmatrix hergelei tet. Wir beschranken uns deshalb 

an dieser Stelle auf die Darstellung als Radix-2-SignalfluBgraph. Da in den 



xIO)e...:::,..------:; ..... ,..-----~.___---~ XwHIO) 

x(1) XwH (1) 

x I 2)-.:::,----...--'" XwH(2) 

x(3) XwH{3) 

x (4)e...::::::----~ ..... ~----::::; ... XwH{4) 

xiS) XWH(S) 

x (6) ~=-----=---=' XwHI61 

x(7) XwH(7) 

Bild 4.1. SFG einer naturlich geordneten Walsh-Transformation fur r=3. 

nach [2.15] 
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Faktormatrizen [T 1 ] in jeder Zeile (und jeder Spalte) nur p=2 von Null ver­

schiedene Werte (+1 oder -1) auftreten. werden zur Bildung eines Zwischen­

wertes nur jeweils eine Addition oder eine Subtraktion benotigt. Weil diese 

Werte auBerdem in jeweils anderen Zeilen (oder Spalten) stehen. konnen diese 

Operationen unabhangig von nachfolgenden Operationen stufen- oder itera­

tionsweise durchgeflihrt werden. Mit den im Abschnitt 3.4.2 angegebenen Re­

geln erhalt man somit einen sehr einfachen SignalfluBgraph. Ein SFG fur r=3 

ist im Bild 4.1 dargestellt. 

Da die naturliche oder Hadamard-Drdnung wegen der Darstellbarkeit der zuge­

horigen Matrix als Kronecker-Potenz von [HH(1)] am haufigsten benutzt wird. 

beziehen wir die anderen Anordnungen auf die naturliche Ordnung. In Tabelle 

4.1 ist nochmal die Reihenfolge der Basisfunktionen (und damit der Koeffi­

zienten) bezogen auf die naturliche Ordnung angegeben. Diese Tabelle illu­

striert die Umordnung der Koeffizientenindizes fur die verschiedenen Ordnun­

gen. Man ersieht aus ihr. daB sich die naturliche (Hadamard-) Ordnung von 

der dyadischen (Paley-) Ordnung durch Bitumkehr der Koeffizientenindizes er­

gibt. GemaB den Ausflihrungen im Abschnitt 3.4 wird dies durch Umkehrung der 

Iterationenfolge erreicht (vgl. BUd 4.2). Entprechend erhalt man den SFG 

der sequenzgeordneten Variante durch Bitumordnung und inverse Konvertierung 

des Gray-Codes. Der zugehorigen SFG fur r=3 ist im Bild 4.3 angegeben. 

Da die Knoten der Graphen mit Speicherplatzen im Rechner korrespondieren. 

ist aus den Abbildungen zu ersehen. daB fur die Berechnung kein zusatzlicher 
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Tabelle 4.1. Ordnung der Walsh-Koeffizienten fur r=3 

Koeff i zienten- Hadamard- Walsh- Paley-

Nwnmer Ordnung Ordnung Ordnung 

0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 

0 0 1 1 7 1 0 0 4 

2 0 0 2 0 3 0 0 2 

3 0 3 0 0 4 1 1 0 6 

4 1 0 0 4 0 0 0 0 

5 0 5 0 6 1 o 1 5 

6 0 6 0 0 2 0 1 1 3 

7 7 o 1 5 1 1 1 7 

x(O} Xwp(O) 

x( 1} Xwp(1) 

x(2} Xwp{2J 

x(3} Xwp(3} 

x(4} Xwp(4) 

x(S} XwplS) 

x(6} Xwp (6) 

x(7) Xwp(7) 

Bild 4.2. SFG einer dyadisch geordneten Walsh-Transformation fur r=3. 
nach [2.15] 

x(O} XwIO) 

x(1) Xw11 } 

x(2} Xw(2 ) 

x(3} Xw (3) 

x(4) Xw(4) 

XwIS) 

x(6) Xw(6) 

x(7} Xw(7) 

Bild 4.3. SFG einer sequenzgeordneten Walsh-Transformation fur r=3. 

nach [2.15] 
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Speicherplatz benotigt wird ("in-place"). Es sind auch SFG ohne "in-place"­

Eigenschafl bekannt. auf deren Darslellung wir jedoch verzichlen. 

4.1.2 Berechnung der WT aus Koeffizienten von Teilfolgen 

Gelegentlich kann es zweckmaBig sein. zunachsl die Koeffizienten von Teilen 

der Datenfolge zu berechnen und aus diesen schritlweise die Koeffizienten 

hoherer Ordnung. Wir zeigen deshalb. daB eine Berechnung der WHT-Koe!fizien­

ten aus zwei Teilfolgen der Lange N/2 m6glich ist. Der zu transformierende 

Datenvektor mit N Elemenlen (N=2r) sei mit ~ bezeichnet. der Vektor seiner 

Walsh-Hadamard-Koe!fizienlen mit ~WH' Dann haben wir 

~WH = [~(L)] ~. L 1.2 ..... r. 

wobei [~(L)] die Transformalionsmalrix der Ordnung 2L isl. Man kann den Vek­

tor ~ der Ordnung N in zwei Vektoren der Ordnung N/2 zerlegen 

Dabei isl ~l(L-l) ein Veklor der Lange 2L - 1 . der aus den N/2 oberen Elemen­

ten des Veklors ~ besleht. und ~2(L-l) ein solcher aus den unleren Elemenlen 

desselben ·Vektors. 

Auflerdem kann ~WH in der folgenden Weise zerlegl werden: 

[_[:~L=l~]_ 
[~(L-1)] (4.1 ) 

Diese Matrixmultiplikation kann nun ausge!Uhrl werden: 

[ 
[~(L-1)]~1 (L-1) + [~(L-1)]~2(L-1) ]_ 

------------------- -

[~(L-1)]~1(L-l) - [~(L-1)]~2(L-l) 
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[ 
~WH1(L-1) + ~WH2(L-1) 1 
------------
~WH1(L-1) - ~WH2(L-1) 

(4.2) 

Dabei bezeichnen ~WH1(L-1) und ~WH2(L-1) die Walsh-Hadamard-Transformierten 

der oberen und der unteren Halfte von ~. Diese Beziehungen kann man mit Vor­

teil auch zur Gewinnung der DFT-Koeffizienten und der DCT-Koeffizienten ver­

wenden (vgl. die Abschnitte 4.2.6 und 4.4.6). 

Durch wiederholte Anwendung von (4.2) kann man erreichen. daB zunachst die 

WH-Koeffizienten benachbarter Datenelemente gebildet werden. aus diesen dann 

die Koeffizienten benachbarter Datenpaare und so fort. Die stufenwei~e Bil­

dung heher Koeffizienten aus untergeordneten bezeichnen wir als hierarchisch 

(vgl. die Abschnitte 3.1.2 sowie 5.4). 

Die (WHT)H ist also eine orthogonale Transformation. die sich hierarchisch 

durchfUhren laBl. Die vorslehende Herleitung laBl aus (4.1) erkennen. daB 

hierftir die Transformationsmatrix durch eine Kronecker-Potenz (nichl Kron­

ecker-Produkt) darstellbar sein muB. AuBer der (WHT)H isl keine orthogonale 

Transformation bekannt. die eine Kronecker-Potenz-Darslellung besitzt. Also 

kann eine hierarchische Erzeugung von Transformationskoeffizienlen nur tiber 

die WHT erfolgen. 

4.2 Algorithmen fUr die diskrete Fourier-Transformation 

Man kennt zahlreiche Algorithmen zur Berechnung der DFT. Das erste und wohl 

auch das bekannteste Verfahren zur schnellen Berechnung der DFT ist das von 

Cooley und Tukey [4.1]. [4.2] vereffentlichle sogenannte FFT-Verfahren sowie 

eine andere von Sande entwickelte selbstandige Form. der Sande-Tukey-FFT-Al­

gorithmus. Geschichtlich ist zu bemerken. daB bereits 1958 von Good ein Al­

gor i thmus zur schnell en Berechnung der FFT angegeben wurde [4.3]. Da Good 

diesen Algorithmus ftir Zwecke der Statistik benetigte und auch in einer ein­

schlagigen Zeitschrift vereffenilichte. wurde sein Algorithmus ftir die Si­

gnalverarbeitung zunachst nicht popular. Andererseits gab es auch schon vor 

Good diverse Ansatze zu sol chen Algorithmen. So kann man schon bei GauB eine 

Rechenvorschrift ahnlicher Art finden [4.4]. In Deutschland gab es in den 
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ersten Jahrzehnten dieses Jahrhunderts weitere Ansatze bezuglich einer 

schnellen Berechnung der Fourier-Trans!ormation [4.5]. [4.6]. 

Nachdem Cooley und Tukey die FFT in der Signalverarbeitung eingefUhrt hat­

ten. wurden zahlreiche andere FFT-Algor i ttunen entwickelt. meist mit dem 

Ziel. die Anzahl der Multiplikationen zu verringern. So entstanden z.B. der 

Radix-Zr-Algorithmus. der Split-Radix-FFT-Algorithmus und der Primfaktor-Al­

gorithmus (PFA). Unter diesen werden derzeit noch die Radix-2- und Radix-4-

Algorittunen wegen ihrer einfachen SFG-Strukturen am hau!igsten in der Praxis 

benutzt. Die zugehorigen SignalfluJ3graphen haben eine einfache Geometrie 

(Sctunetterlings-Typ) und bieten die Moglichkeit zur Aus!Uhrung "mit Erset­

zung" ("in-place"). sind aber aufwendiger bezuglich der Anzahl der Mul tipli­

kationen als einige neuere Algorithmen. Diese benotigen zwar weniger Multi­

plikationen als der ursprlingliche Cooley-Tukey-Algorithmus. er!ordern daftir 

aber mehr Additionen. Andererseits hat man Algorithmen entwickelt. die zwar 

gleich viele Multiplikationen benotigen. jedoch eine reduzierte Anzahl von 

Additionen. Der Split-Radix-Algorithmus scheint einige der Vorteile dieser 

Methoden zu vereinigen. Die Vor- und Nachteile relativieren sich u.U .. wenn 

man die Hardware in Betracht zieht. auf der die Algorithmen laufen sollen. 

Man vergleiche hierzu auch die AusfUhrungen im Kapitel 7. 

Eine ganzlich andere Philosophie liegt dem Winograd-Fourier-Transforma­

tionsalgorithmus (WFTA) zugrunde. Bei diesem Algorithmus wird die DFT tiber 

den "Umweg" der zyklischen Faltung berechnet. Durch geeignete MaJ3nahmen ge­

lingt es. mit betrachtlich weniger Multiplikationen auszukommen als ftir die 

"klassische" FFT benotigt werden. 

1m allgemeinen wUnscht man die Ermittlung samtlicher Fourier-Koe!!izienten. 

Die in diesem Buch beschriebenen FFT-Algorithmen sind geeignet. aIle N Koef­

!izienten e!!izient zu berechnen. Falls nur ein (oder wenige) Ko­

ef!izient(en) benotigt wird (werden). wird die direkte Berechnung zweckmaBi­

ger sein. FUr derartige Sonder!alle existieren uberdies spezielle Algorith­

men wie z.B. der GOrtzel-Algorithmus [3.9]. 
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4.2.1 Cooley-Tukey- und Sande-Tukey-Algorithmus 

Die FFT-Algorithmen von Cooley. Tukey und Sande sind nicht nur die ersten in 

der Geschichte der modernen Signalverarbeitung. sondern auch die am besten 

durchschaubaren. Sie zeigen die grundlegenden Prinzipien in einfacher Weise. 

Urn dieses noch zu unterstreichen. fGhren wir sie zunachst anhand einfacher 

Spezialfalle. namlich fur Datensequenzen der Langen 4 und 8 ein. Eine allge­

meinere Darstellung wird daran anschlieBend bei der Diskussion der Begriffe 

"Zeitdezimierung" und "Frequenzdezimierung" gegeben. 

Wir gehen aus von der Summenform der diskreten Fourier-Transformation [2.1] 

N-1 

Xt(k) =L x(n)W~n. 
n=O 

Dabei benutzen wir die ubliche Schreibweise WN 

k = 0.1 •.... N-1. (4.3) 

exp(-j2rr/N) . 

FUr N=4 erhalt man beispielsweise aus (4.3) die Gleichungen 

Xt CO) x{O)W~ + x( 1)W~ + x(2)W~ + x(3)W~ 

Xt (1) x(O)W~ + x( 1 )W! + x(2)W: + x(3)W~ 

Xr (2) x(O)W~ + x( 1 )W: + x(2)W4 
4 

+ x(3)W! 

Xr (3) = x(O)W~ + x( 1 )W~ + x(2)W: + x(3)W: 

oder kompakter in Matrixform 

Xt (0) WO 
4 

WO 
4 

WO 
4 

WO 
4 

x(O) 

Xf (1) WO 
4 

Wi 
4 

w2 
4 

W3 
4 

x(1) 

~r [WE] 
4 ~= 

Xt (2) WO 
4 

W2 
4 

W4 
4 

W6 
4 

X(2) 

Xr (3) WO 
4 

W3 
4 

W6 
4 

W9 
4 

x(3) 

FUr die Entwicklung des Algori thmus' stellen wir die naturlichen Zahlen n 

und k als Binarzahlen dar. FUr N=4 ist r=2. k und n sind also 2-Bit-Binar­

zahlen 

100.01.10.11L lOO.01.10.111, 

d.h. n (4.4) 
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Mit (4.4) und (4.3) erhalt man 1) 

1 
X (k k) " "( ) W(2nl+nO)(2kl+kO) 

r I' 0 L.. L.. Xo nl,nO 4 • (4.5) 
nO=O nl=O 

Darin kann eine Summation ausgeklammert werden, so daB (4.5) wie folgt dar-

gestellt werden kann 

1 1 

L (LxO(nl,nO) 
no=O nl=O 

W(2kOnl» W(2kl+kO)nO 
44· 

(4.6) 

Aus dieser Gleichung laBt sich der Cooley-Tukey-FFT-Algorithmus fur N=4 her­

leiten. Zunachst betrachten wir die Surnme in der Klammer 

(4.7) 

Durch Einsetzen aller moglichen Zahlenwerte fur ko und no erhal t man aus 

(4.7) die folgenden Gleichungen: 

xl(O,O) xo(O.O) + xo(1,O)W~, 

x l (O,1) Xo(O,1) + xo(1,1)W~, 

x l (1,O) xo(O,O) + xo(1.0)W!, 

x l (1.1) x o(O,1) + Xo(l,l)W!. 

Die UberfUhrung in Matrixdarstellung ergibt 

x1(O.O) 0 WO 
4 

0 xo(O,O) 

x l (O,l) 0 0 WO 
4 

x o(O,l) 

x l (l,o) 0 W2 
4 

0 x o(1,O) 

X I (l,1) 0 0 W2 xo(1,1) 
4 

Entsprechend erhalt man fur die auBere Surnme von (4.5) 

x (k k) =" x (k n )W(2kl+kO)nO 
2 0' I L.. 1 0' 0 4 • 

no=O 

1) Aus drucktechnischen GrUnden werden Indizes der Exponenten 

au! der (hochgestellten) Zeile geschrieben. 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 
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oder in Matrixform 

x 2 (O,O) WO 
4 

0 0 Xl (0,0) 

x 2 (O,1) W2 
4 

0 0 x l (1,O) 

x 2 (1,O) 0 0 Wi x l (1,O) 
4 

x 2 (1,1) 0 0 W3 
4 

x I (1.1) 

Durch Einsetzung von (4.9) ergibt sich 

x 2 (O,O) xo(O,O) 

x 2 (O,1) x o (O,1) 

[T I ][T2 ] 

x 2 (1,O) Xo (1,O) 

x 2 (1.1) Xo (1,1) (4.11) 

Dabei sind die Matrizen [T I ] und [T2 ] 

0 WO 
4 

0 

0 0 WO 
4 

[T I ] [T 2 ] 

o 0 Wi 
4 0 W2 0 

4 

o 0 w3 
4 

0 0 w2 
4 

Aus (4.5), (4.6), (4.7) und (4.10) folgt schlieBlich 

(4.12) 

Wie man durch Vergleich von ~2(ko,kl) mit Kt(k1,ko ) erkennt, treten die Ko­

effizienten in der Bitumkehrreihenfolge au!. 

Die Gleichungen (4.6) und (4.10) sind in so!ern iterativ, als die zweite 

Gleichung ausschlieBlich die Ergebnisse aus der ersten Gleichung verwendet. 

Wir stellen nun (4.6) durch den im Bild 4.4 abgebildeten SignalfluJ3graph 

dar. Dazu wird der Vektor der Objektdaten xO(nl,nO) auf eine senkrechte Kno­

tenspalte au! der linken Seite des Graphen abgebildet. Eine zweite Spalte 

beschreibt den nach (4.7) berechneten Vektor ~l(ko.no) und schlieBlich er-



nach Eingabe 
nach erster 

Heration 
nach zweiter 

Heration 

xO(n1,nOJ x2(kO,k11 Xf (k1,koJ 

X(O) 

x (1 ) 

X(2) 

x(3) 

"<:-----""'=:---~ X2( 0 J = Xf (0 J 

xz( 1) = Xf (2J 
.,.:;....,,-~~--=---~ xZ(2)=Xf (1J 
~-----'~:---~- xz( 3) = Xf (3) 

Bild 4.4. FFT-SignalfluJ3graph fur N=4. nach [2.1] 

halt man den Vektor ~2(ko.kl) 

des Graphen. 
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Der SignalfluJ3graph beschreibt die Verarbeitung mit der faktorisierten 

Transformationsmatrix (4.11). Jede Iteration des Graphen entspricht einer 

Teilmatrix [T 1 ] mit i = 1.2 ..... r. FUr N=2 r hat man r Spalten aus jeweils N 

Elementen. 

Zur weiteren Erklarung der hierbei verwendeten Ausdrucksweise betrachten wir 

(4.3) fur den Fall N = 2 3 = 8. Dann hat man !olgende Binardarstellungen fur 

k und n: 

i 0.1.2. 

Damit !olgt aus (4.3) 

1 

X f (k2 ·k 1 .ko ) = L 
n =0 • 

1 

L 
n 1=0 

~ x (n n n) W(4k~+2klkO)(4n2+2nl+nO) 
W 0 2' l' 0 8 . 

no=O 

Nun kann man (4.13) wie folgt umschreiben: 

x (k .n .n ) = LX (n n n )W4kOn2 
1 0 1 0 0 2' l' 0 B 

n 2 =O 

x (k .k n) =~ x (k n n )W(2kl+kO)2nl 
2 0 l' 0 W 1 O· l' 0 8 

n 1=O 

(4.13) 



84 

xo(n) X1 X2 x3(k) Xf(k) 

x (0) ~--~'<:;:"----"';;:--~------- X (0) 

X (1) ~"-----r~;;:----::3>«:-~---"-'-~\ I X ( 1 ) 
x (2) _,,-<-*-+---,c;--,,--~---.,.-___ ~\--/~ X ( 2) 

:< 
X(3) ,/ \/ X(3) 

X(4) ",0 /\ /\ X(4) 
o v 

X ( 5) '" t:2:~- X ( 5 ) 
X(6) / \. X(6) 

X(7) ------ X(7) 

1. Iterati on 2. Iteration Ite~tion Uroordnung 

Bild 4.5. Cooley-Tukey-FFT-SignalfluDgraph fur N=8. nach [2.1] 

X (k k k) =~ x (k k n )W(4k2+2kl+kO)nO 
3 2' I' 0 f..., 2 0' I' 0 8 

no=O 

Damit erhalt man die gewUnschte Au!teilung in drei iterative Schritte (vgl. 

den SignalfluDgraph Bild 4.5). Entsprechend ergibt sich z.B. der SignalfluB­

graph fur N=16 (vgl. Bild 3.5). 

Neben dem hier dargestell ten Algori thnrus. der ursprlinglich von Cooley und 

Tukey entwickelt wurde und nach ihnen benannt ist. gibt es eine Reihe von 

Variationen dieses Algorithmus·. Diese konnen sich in speziellen Anwendungs­

fallen als geeigneter erweisen. 

Wie aus vorstehendem Beispiel ersichtlich. ist eine Bitumkehrung von k zur 

Umordnung der Koeffizienten notig. Man kann nun den SignalfluDgraph aus Bild 

4.5 derart modifizieren. daB die Eingangswerte in Bitumkehr-Reihenfolge und 

die AusgangsgroBen in der naturlichen Reihenfolge auftreten. Wir verweisen 

hierzu auf Abschnitt 3.4.3. in dem der Zusammenhang zwischen der Reihen!olge 

der Eingangsdaten und der transformierten Daten durch "bit reversal". d.h. 



85 

XO( nl X, X2 x3=X(k) xo(nl X, X2 

X (0) X(ol X(O) 

x (1 ) X(41 x(4) 

x(2) X(2) x(2) 

x(3) X(6) x(6) 

x(4) X(1 ) x(1 ) 
x(S) X(S) x(S) 

x(6) X(3) x(3) w- X(6) 
x(7) w6 w7 

X (7) x(7) X(7) 

(a) ( b) 

Bild 4.6. Cooley-Tukey-SignalfluBgraphen: a) Eingangswerte in naturlicher 

Reihenfolge. b) Eingangswerte in Bitumkehrreihenfolge. nach [2.1) 

durch Vertauschen der Iterationsspal ten im Signal! luBgraph ganz allgemein 

diskutiert wurde. Bild 4.6 zeigt die beiden Formen des Cooley-Tukey-Algo-­

rithmus': Naturliche Ordnung der Eingange (a) bzw. der Ausgange (b). 

Der Cooley-Tukey-Algorithmus wird in der Literatur oft als FFT-Algorithmus 

mi t Zeitdezimierung (decimation in time. DIT) bezeichnet. Zur Erlauterung 

dieser Bezeichnung betrachten wir die folgende Aufspaltung der FFT in Daten 

mit geraden und ungeraden Indexwerten: 

n gerade n ungerade 

Seien durch fen) = x(2p) die gerade indizlerten Werte von x(n) sowle durch 

g(n) = x(2p+1) die Werte mit ungeraden Indizes dargestellt. d.h. n=2p fur 

die erste Summe und n = 2p+1 fur die zweite. Dann haben wir 

(N!2)-1 (N!2)-1 
X!(k) = I: x(2p)W!Pk + I: x(2P+1)W~2P+l)k. 

p=O p=O 

Weil W! = exp(-j4rr/N) = exp(-j2rr!(N!2» = WN/ 2 . erhalt man 
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oder 

(N/2)-1 (N/2)-1 

" x(2p)WPk 
W N/2 + Wk " x(2p+1)WPk 

N W N/2 
p=O p=O 

fur 0 ~ k ~ (N/2)-1 =1 F(k) + W~G(k) 
X f (k) 

F(k-(N/2» + W~G(k-(N/2» fur (N/2) ~ k ~ N-1. 

Dabei sind F(k) und G(k) die DFT der Datensequenzen fen) bzw. g(n). 

Wegen Wk +{N/2) 
N 

- Wk kann man schreiben 
N 

F(k) + W~G(k) X( (k) ( 

= Xf (k+(N/2» j 
k 0.1 ..... (N/2)-1 

F(k) - W~G(k) 

Dieses Verfahren wird rekursi v wei ter durchgefllhrt und ergibt schl ieIH ich 

den Cooley-Tukey-Algorithmus mit 

(N/4)-1 (N/4)-1 
F(k) L: f(2p)W 2p k +" f(2p+1)W(2 p +l)k 

N/2 w N/2 
p=O p=O 

(N/4 )-1 (N/4 )-1 

L: f(2p) WP k Wk + " f(2p+l) WNPk/ A N/4 N/2 W , 
p=O p=O 

und 

(N/4 )-1 (N/4 )-1 

G(k) L: g(2P)W~~4W~/2 + L g(2P+1)W~~4 
p=O p=O 

Die Bezeichnung "mit Zeitdezimierung" rnill3te eigentlich lauten "mit Reduktion 

der Abtastraten im Zei tbereich". Der Begr iff starnrnt al so von der Anwendung 

der DFT auf Zeitfunktionen. 

Der Sande-Tukey-Algorithmus ist strukturell ahnlich aufgebaut. 1m Gegensatz 

zurn Cooley-Tukey-Algorithmus wird bei diesem der Frequenzindex k in gerade 

und ungerade Werte aufgeteilt. Deshalb wird der Sande-Tukey-Algorithmus hau­

fig auch als FFT-Algorithmus mit Frequenzdezimierung (decimation in frequen­

cy. D1F) bezeichnet. Der grundlegende Unterschied ergibt sich im Verlauf der 

Herleitung: 



N-l (N/2)-1 N-l 
Xf(k) =~ x(n)W~n 

n=O 

= ~ x(n)W~k + ~ x(n+(N/2»W~n+(N/2»k 
n=O n=(N/2) . 

(N/2)-1 (N/2)-1 
~ x(n)W~k + ~ x(n+(N/2»W~k 

n=O n=O 

(N/2)-1 
= ~ lx(n) + (-1)kx (n+(N/2»! 

n=O 
Wnk 

N • 

Nun werde k in gerade und ungerade Werte aufgeteilt. Dann erhalten wir 

und 

mit 

(N/2)-1 
~ ~x(n) + x(n+(N/2»! 

n=O 

(N/2)-1 

~ ~x(n) - x(n+(N/2»! 
n=O 

fen) x(n) + x(n+(N/2». 

g(n) ~x(n) - x(n+(N/2»! W~. 
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In dieser Weise wird die Aufteilung weiter fortgesetzt. wodurch sich 

schlieBlich der Sande-Tukey-Algorithmus ergibt. Zwar verlauft dje Berechnung 

des Sande-Tukey-Algorithmus' analog zu der fur die Zeitdezimierung. aber die 

beiden Algorithmen unterscheiden sich in ihrer Philosophie doch deutlich 

voneinander. Wie gezeigt. liegt der Unterschied darin. daB fur die Zeitdezi­

mierung der Laufindex im Objektbereich in gerade und ungerade Werte sowie im 

Frequenzbereich in eine untere und eine obere Halfte eingeteilt ist. wahrend 

fur die Frequenzdezimierung die Aufteilung umgekehrt ist. Bild 4.7 zeigt die 

SFG der beiden Formen des Sande-Tukey-Algorithmus·. 

Betrachten wir die Radix-2-Schmetterlinge fur die DIT-Form (decimation in 

time) und die DIF-Form (decimation in frequency). so ergeben sich folgende 

Grundoperationen: 



88 

xo(n) X1 X2 x3=X(k} xO(n) X, X2 X3=X(k 

x(O) X(O) x(O) X(o) 

x(1 ) X(4) x(4) X(1 ) 

x(2) X(2) x(2) X(2) 

x(3) X(6) x(6) X(3) 
).Il 

x(4) X(1) x( 1) X(4) 

x(S) X(S) x(S) waX(S) 

x(6) X(3) x(3) oX(6) 

x(7) 
'vIO X(7) x(7) X(7) 

(0) (b) 

Bild 4.7. Sande-Tukey-SignalfluBgraphen: a) Eingangswerte in na tur li cher 

Reihenfolge. b) Eingangswerte in Bitumkehrreihenfolge. nach [2.1] 

DIF: Xr(i) = xCi) + x(i+2L ). 

i=D.1 ..... N-1. n.k = D.t ..... N-t. 

L 1.2 ..... r. 

Wenn man den DIT-Algorithmus ausgehend von Daten in naturlicher Reihenfolge 

ausfilhrt. mufi der Exponent der W~ aus den Adress-Bits der niedrigeren Ord­

nung in BRO erzeugt werden. Dies ist unzweclanii13ig. Deshalb geht man beim 

DIT-Algorit~s i.allg. von Daten in umgeordneter Reihenfolge aus. FUr den 

DIF-Algorithmus gilt genau das umgekehrte. 

Bezuglich der Anzahl der auszufilhrenden Operationen unterscheiden sich die 

DIT- und die DIF-Formen nicht. FUr die Anzahl der komplexen Multiplikationen 

bzw. Additionen erhalt man fur die Radix-2-Version [3.9] 

Eine kornplexe Multiplikation kann man entweder durch 4 reelle Multiplikatio­

nen und 2 reelle Additionen oder durch 3 reelle Multiplikationen und 3 

reelle Additionen ersetzen. Entsprechend erhalt man 
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Die hier genannten Werte schlieBen auch triviale Operationen ein (z.B. Mul­

tiplikationen mit 1 oder j). Insbesondere fur kleine Werte von N mag es vor­

teilhaft sein. diese auszuschlieBen. In der Tabelle 4.2 sind die Anzahl der 

Operationen gemaB den oben angegebenen Ausdrucken mit 4 reellen Multiplika­

tionen und 2 Addi tionen je komplexer Mul tiplikation angegeben. Die einge­

klammerten Zahlen ergeben sich fur den Fall von 3 reellen Multiplikationen 

und 3 Additionen je komplexer Multiplikation sowie unter Fortlassung trivia­

ler Multiplikationen und optimaler Ausnutzung der Symmetrien trigonometri­

scher Funktionen. 

Tabelle 4.2. Anzahl der reellen Multiplikationen und Additionen zur 

Berechnung der komplexen FFT der Lange N [3.9]. [4.7] 

N Radix-2 

Mult. Add. 

16 128 192 

(24) (152) 

32 320 480 

(88) (408) 

64 768 1152 

(264) (1032) 

128 1792 2688 

(721 ) (2504) 

256 4096 6144 

( 1800) (5896) 

512 9216 13824 

(4360) (13576) 

1024 20480 30720 

( 10248) (30728) 

2048 45056 67584 

(23560) (68616) 

Radix-4 

Mul t. Add. 

36 164 

(20) (148) 

288 

(208) 

1728 

(1392) 

9216 

(7856) 

1128 

(976) 

5824 

(5488) 

29696 

(28336) 

Spli t-Radix 

Mult. Add. 

20 148 

68 388 

196 964 

516 2308 

1284 5380 

3076 12292 

7172 27652 

16388 61444 



90 

4.2.2 Radix-4- und Split-Radix-Algorithmus fur die FFT 

Wie im Abschnitt 3.4.1 ausgeflihrt wurde. kann die Indizierung der Datenwerte 

durch Prirnfaktoren oder durch Potenzen von nur einer Prirnzahl erfolgen. In 

den bisherigen Abschnitten dieses Kapitels haben wir nur die Basis 2 be­

nutzt. Wir wollen nun die Verwendung hoherer Radizes betrachten. Dabei in­

teressieren vor allern Potenzen von 2. da diese in der Signalverarbeitung 

eine besonders wichtige Rolle spielen. 

Zuerst befassen wir uns mit der Radix-4-FFT. Hierbei werden jeweils 4 Daten­

werte miteinander verkniipft (vgl. Bild 3.4(b)). Beim Vergleich mit einern 

Radix-2-SFG erkennt man. daJ3 eine Iteration des Radix-4-Algor ithmus' zwei 

Radix-2-Iterationen ersetzt. Das verlangt natiirlich eine andere Matrixfakto­

risierung und somit andere Drehfaktoren. Bild 4.8 illustriert diesen Sach­

verhalt. Hierbei ist ein Teilgraph aus dem SFG einer Radix-4-Sande-Tukey-FFT 

angegeben. Abhangig davon in welcher Position und in welcher Iteration sich 

dieser Teilgraph befindet. sind in den linken Knoten zusatzliche Drehfakto-

w~ 
x(r+O) -......:.:..-~-----------...::....---::;;". 

w~r 
x(r+3) ---'-'-~'--------------:--~ 

O~r~ l!.-1 
4 

X(r+O) 

X(r+2) 

X(r+1) 

X(r+3) 

Bild 4.8. Teilgraph einer (DIF-) Radix-4-FFT. nach [1.3] 
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ren notwendig. Der Vorteil eines Algorithmus' mit hoherer Radix besteht in 

der reduzierten Anzahl von Operationen. insbesondere von Multiplikationen 

(vgl. hierzu Tabelle 4.2). Ais Nachteil ist die Tatsache zu vermerken. daB 4 

Variable mi teinander zu verkniipfen sind. ehe sie (bei .. in-place"-Verarbei­

tung) wieder zuriickgespeichert werden konnen. Dazu sind verschiedene Zwi­

schenspeicherungen und Aufrufe erforderlich. wodurch der o.g. Vorteil rela­

tiviert wird. Die beschriebene Tendenz setzt sich bei hoheren Potenzen der 

Basis 2 fort (Radix-8. Radix-16). Allerdings fallen die Einsparungen an Re-

chenoperationen immer bescheidener aus. wahrend der Aufwand an Speicherzu-

griflen stark ansteigt. Deshalb verwendet man in der Praxis kaurn Algorithmen 

mit hoherer Basis als 4. Eine Moglichkeit. die Vorteile der Radix-2- und der 

Radix-4-Verarbeitung miteinander zu kombinieren. bietet der im lolgenden be­

schriebene Algorithmus. 

Der Spiit-Radix-FFT-Algorithmus (SR-FFT) [4.7]. [4.8]. [4.9] beruht auf 

einer einfachen Uberlegung: Es wird jeweils ein Radix-4-Algorithmus fiir die 

ungerade indizierten Werte der DFT benutzt und ein Radix-2-Algorithrnus fiir 

gerade indizierten Werte. Der Algorithrnus basiert auf folgenden Zerlegungen: 

Wenn 

N-l 

X/(k) =~ x(n)W~n 
n=O 

zu berechnen ist. wird dies zerlegt in 

(N/2)-1 
X/(2k) = ~ )x(n)+x(n+(N/2»!w!kn 

n=O 

fiir die geraden Terme. sowie 

(N/4)-1 

X/(4k+l) =~ l[x(n)-x(n+(N/2)] - j[x(n+(N/4»-x(n+(3N/4»]! 
n=O 

und (N/4)-1 

X/(4k+3) =~ ) [x(n)-x(n+(N/2)] + j[x(n+(N/4»-x(n+(3N/4»]! 
n=O 

fiir die ungeraden Terme. 

W3n W4kn 
N N 

(4.14 ) 

Die erste Iteration einer Split-Radix-Zerlegung mit Frequenzdezimierung er­

setzt eine N-Punkte-DFT durch eine (N/2)-Punkte-DFT und zwei (N/4)-Punkte-



92 

DFT. Die N-Punkte-DFT wird dann durch wiederholte Anwendung solcher Zerle­

gungen bis hin zur letzten Iteration ersetzt. fur die zusatzlich noch einige 

der ublichen Radix-2-Schmetterlinge (ohne Drehfaktoren) benotigt werden. 

Da man i. allg. beabsichtigt. den Spli t-Radix-Algorithmus "in-place" fur 

reelle Daten durchzu!Uhren. braucht man eine schematische Darstellung. wie 

sich der Algorithmus in verschiedenen Iterationen verhalt. sowie eine Uber­

sicht uber die Speicherplatze in denen die Zwischenergebnisse abgespeichert 

werden. 

Der FluJ3graph fur den Algori thmus hat die Struktur einer Radix-2-FFT mit 

Ausnahme der Anordnung der Dreh!aktoren. Tatsachlich ist es gerade die An­

ordnung der Drehfaktoren. die den Algorithmus so wesentlich unterschiedlich 

von den anderen macht. Der L-formige SR-FFT-Schmet terling verlegt die Be­

rechnung der obere HalIte des SFG urn eine von r Iterationen nach v~rn. wab­

rend in der unteren Halite (ahnlich wie beim Radix-4-Schmetterling) zwei 

Iterationen als eine berechnet werden. Das Bild 4.9 zeigt dies deutlich. 

1m Gegensatz zu anderen Algorithmen. wie z.B. zu den Cooley-Tukey-FFT-Algo­

rithmen oder den Primfaktor-Algorithmen. arbeitet der Split-Radix-FFT-Algo­

rithmus nicht Iteration nach Iteration indexweise abo Statt dessen berechnet 

die erste Iteration zwar immer N/2 Schmetterlinge und die zugehorigen Dreh­

faktoren. Die nachste Iteration operiert aber nur auf N/2 Datenpunkten. weil 

XIO}_--~ 

XI1}_--*-~ 

X13} [(xIO) -XI2}} -j IXI1 I-X 13ll lW~K 

Bild 4.9. Schmetterling des 

Spiit-Radix-Algorithmus' . 

nach [4.7] 
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Xlkl 
k= 
0 

16 
8 

24 

4 

20 
12 

28 
2 

18 
10 

26 
6 

22 
14 

15 30 
16 

17 17 

9 

23 

29 

31 
WZ1 

Bild 4.10. SignalfluBgraph des Split-Radix-Algorithmus' fur N=32 (r=5) , nach 

[4.7] 
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die L-formigen Schmetterlinge der ersten Iteration schon die Halfte der 

zweiten Iteration berechnet haben. Nur der verbleibende Teil dieser Itera­

tion wird mit der nachsten Iteration berechnet. 

Ein FORTRAN-Programm. das eine solche Indizierung benutzt. ist im Anhang von 

[4.9] angegeben. Ais Beispiel eines Split-Radix-SFG illustriert BUd 4.10 

eine FFT der Lange N=32. 

Stule 1 

o 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

Stule 2 

o 
2 

4 

6 

8 

10 

12 

14 

Sture 3 

o 
4 

8 

12 

5 

9 

13 

3 

7 

11 

15 

Stule 4 Sture 5 

~ ] 

~ ] 
1~ ] 

1~ ] 

Bild 4.11. Speicherbelegung beim Spiit-Radix-Algorithmus. nach [4.7] 

Wir eriautern nun den Spiit-Radix-Algorithmus fur komplexe Daten. wofur Bild 

4.11 die Speicherbelegung einer 16-Punkte-FFT zeigt. Dieser Algorithmus kann 

wie !olgt kommentiert werden: Iteration 1 wendet Schmetterlinge auf einen 

Block der Lange N an. Dieser Block dient zur Berechnung aller transformier­

ten Datenwerte Xt(k) (k = 0.1 ..... 15). Nach dem ersten Schritt haben wir nun 

einen Block der Lange N/2. der zur zweiten Iteration gehort. aus dem die ge­

raden Punkte Xt (2k) (k = 0.1 ..... 7) berechnet werden. sowie zwei Blocke der 

Lange N/4. die zur 3. Iteration gehoren und fur die Berechnung von Xt (4k+1) 

(k = 0.1 ..... 3) benutzt werden. Dies fUhrt zu der L-Form des Schmetterlings­

diagramms (vgl. Bild 4.9). das eine N-Punkte-DFT durch eine (N/2)-Punkte-DFT 

und zwei (N/4)-Punkte-DFT ersetzt. 



95 

Wenn der Split-Radix-Algorithrnus fur reelle Daten verwendet wird. ist der 

gesamte Block in Iteration 1 reell. AuBerdem wird ein Block der Lange N/2 in 

der dritten Iteration erzeugt. der ebenfalls reell ist. Die beiden anderen 

Blocke der Lange N/4 in der dritten Iteration sind jedoch komplex. 

lX f (4k+3)! braucht nicht berechnet zu werden. so daD die entsprechenden 

Speicherplatze im SFG zum Speichern des imaginaren Teils bei der Berechnung 

von lX t (4k+l)! verwendet werden konnen. Dieser ProzeB wird wiederholt. bis 

die gesamte Transformation durchgefiihrt ist. 

Wir diskutieren nun die Komplexitat des Spli t-Radix-Algorithmus' fur kom­

plexe Daten. Da der Spli t-Radix-Algorithmus eine Kombination des Radix-2-

und des Radix-4-Algor i thrnus' i st. vermutet man. daD seine ar i thmeti sche 

Komplexitat zwischen den Komplexitaten von Radix-2 und Radix-4 liegen wird. 

Tatsachlich ist die Anzahl der Multiplikationen und Additionen noch niedri­

ger als die des Radix-4-Algorithrnus·. 

Wir bezeichnen die Anzahl der zur Ausfiihrung der komplexen 2r-Punkte-FFT mit 

dem Split-Radix-Algorithrnus benotigten Multiplikationen mit Me(r) und die 

der Additionen mit Ae(r). Damit erhalt man aus (4.14) 

M (r) = M (r-l) + 2·M (r-2) + 3·(2 r - 1 ) - 8. e e e 

Mit den An!angsbedingungen Mc (1)=O. Me (2)=O wird 

Ohne Berucksichtigung der Anzahl der erforderlichen Additionen zur Ausfiih­

rung der komplexen Multiplikationen ergeben sich die ubrigen als r·2 r + 1 • 

weil ein neuer Punkt in jeder der r Iterationen durch eine komplexe Addition 

erzeugt wird. Damit ergibt sich 

r'2 r + 1 + Me(r) 

denn die Anzahl der zur Berechnung eines komplexen Produktes benotigten 

reellen Additionen ist gleich der Anzahl der Multiplikationen. Tabelle 4.2 

stell t die Anzahl von Mul tiplikationen und Addi tionen fur einige bekannte 

Algorithmen zusammen [4.7]. 
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Es ist bemerkenswert. daB die Anzahl der Drehfaktoren beim Radix-2-. Radix-

4- und beim Split-Radix-Algorithmus gleich groB ist. Trotzdem benotigt der 

Spiit-Radix-Algorithmus die geringste Anzahl von nicht-trivialen Multiplika­

tionen. Eine Betrachtung der klassischen Algori thmen wie z .B. Radix-2 und 

Radix-4 zeigt. daB aIle diese Algorithmen einschlieBlich des Split-Radix-Al­

gorithmus' unter Verwendung des gleichen. auf Radix-2-Schmetterlingen basie­

renden SFG implementiert werden. Daher kann der Spiit-Radix-Algorithmus als 

zur gleichen Klasse von Algorithmen gehorig angesehen werden. 

Hier stellt sich die Frage. ob es m6glich ist. die Komplexitat durch die Be­

rechnung der ungeraden Teile der DFT mit einem noch hoheren Radix zu verbes­

sern. Verschiedene Zerlegungen sind untersucht worden. jedoch wurde keine 

gefunden. die besser als der (2/4)-Algorithmus ist [4.7]. Man kann deshalb 

vermuten. daB die Abarbeitung durch separate Radix-2- und P4dix-4-Schmetter­

linge fur die geraden bzw. die ungeraden Teile der DFT fur diese Klasse von 

Algorithmen die Anzahl der Multiplikationen auf ein Minimum reduziert. 

In [4.7] wird die Anzahl der Multiplikationen und Additionen beim Split-Ra­

dix-Algor i thmus mi t denj enigen einiger anderer kUrzl ich entwickel ter Algo­

rithmen [4.10]. [4.11]. [4.12] verglichen. Da die diskrete Cosinus-Transfor­

mation (OCT) als eine Abwandlung der DFT angesehen werden kann. ist der 

Spiit-Radix-Algorithmus auch bei der Berechnung der FCT anwendbar. 

Wenn der Spiit-Radix-Algorithmus zur Berechnung der DFT eines reellen Daten­

satzes verwendet wird. sind X, (k) und X, (N-k) konjungiert komplex. Es ist 

deshalb nutzlos. sowohl Ix, (4k+1 H als auch Ix, (4k+3H zu berechnen. wei! 

X,(4k+3) = X,(N-(4k+1» = X;(4k+1) gilt. Diese Beobachtung erlaubt die Be­

rechnung der arithmetischen Komplexitat des Split-Radix-Algorithmus' fur 

reelle Daten. Hierbei wandelt man gemaB (4.14) eine reel Ie DFT der Lange 2 r 

in eine reelle DFT der Lange 2 r - 1 • urn X, (2k) zu gewinnen. und eine komplexe 

DFT der Lange 2 r - 2 • urn Xf (4k+1) zu gewinnen. Die Kosten betragen 

3· (2 r - 2-2)+2 reel Ie Multiplikationen 

und 3· (2 r - 2 _2)+2 reelle Additionen (wegen der Drehfaktoren). 

plus 2 r Additionen. 
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Nun kann man die Anzahl der reellen Multiplikationen Mr(r) und die Anzahl 

der reellen Additionen Ar(r) einer reellen 2r-DFT als 

2 r - 1(r_3) + 2 = M (r)/2 
c 

bestimmen. Die Anzahl der reellen Additionen ermittelt man als 

A (r-1) + A (r-2) + 2 r + 3'2 r - 2 - 4 
r c 

A (r-1) + 2 r - 2 ·(3r-2). 
r 

2 r - 1 . (3r-5) + 4 

4.2.3 Primfaktor-AlgoritlUllUs fur die DFT 

Von einem ubergeordneten Standpunkt aus betrachtet. handelt es sich bei den 

im Abschnitt 4.2.1 dargestellten Algorithmen urn die einfachsten Sonderfalle 

eines allgemeineren Prinzips. Das manifestiert sich in der Darstellung der 

1ndizes n und k. Eine Verallgemeinerung von (4.4) lautet fur N=4 

n mit N. 

1m Fall des Cooley-Tukey-Algorithmus' handelt es sich urn einen Radix-2-Algo­

rithmus. bei dem No = 21 und Nl = 2 0 ist. 

Beim Primfaktor-Algorithmus sind Nl und N2 teilerfremd. Damit kann man Algo­

rithmen fur N ~ pi Abtastwerte konstruieren"(p Primzahl. i=1.2.3 .... ). Der 

Ausdruck Primfaktor-Algorithmus bezieht sich also auf die Verwendung von 

teilerfremden (relative prime) Faktoren Nl fur die Darstellung der 1ndizes n 

und k (vgl. Abschnitt 3.4.1). 

Es gibt zwei Formen von Algorithmen. die diese Darstellung benutzen. namlich 

der in diesem Abschnitt beschriebene Primfaktor-Algori thmus (PFA) und eine 

verschachtelte Version. die Winograd-Fourier-Transformationsalgorithmus 

(WFTA) heiBt und im Abschnitt 4.2.4 behandelt wird. 

Aus GrUnden der Ubersichtlichkeit wird der PFA hier fur ein Beispiel mit 2 

Faktoren Nl 'N2= N entwickelt [3.8J. FUr die 1ndizes im Objekt- und im Fre­

quenzbereich schreiben wir (vgl. Abschnitt 3.4.1) 
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n k 

wobei <Z>N - z mod N ist (vgl. Abschnitt 3.2). 

FUr eine eindeutige Indizierung mUssen die Bedingungen 

d·N 
1 

erfullt sein. Dabei sind a und Nl sowie c und Nl bzw. b und Nz sowie d und 

Nz teilerfremd (a.b.c.d sind naturliche Zahlen). 

Die Bedingungen fur die gegenseitige Entkopplung der Module ist (vgl. Ab­

schnitt 3.4.1) <C 1 C4 >N = 0 und <C ZC3 >N = O. Eine DFT mit den Summenlangen Nt 

und N2 verlangt auBerdem <C 1 C3 >N = Nz und <C 2 C4 >N = N l • 

Ein Koeffizlentensatz. der diese Bedingungen erfullt. ist [3.8] 

a = b (4.15) 

und C3 (4.16) 

Dies fUhrt zu einfachen Koeffizienten fur die Objektindexbezeichnung und zu 

etwas komplizierteren fur die Frequenzindexbezeichnung. Diese Frequenzindi­

zierung benutzt das Chinesische Rest-Theorem (vgl. Abschnitt 3.2). Das Er­

gebnis der Auswahl von Koeffizienten in (4.16) fUhrt zu 

<k>Nl und k2 <k>NZ' 

Es sind auch andere Indizierungen m6glich. jedoch werden bel dieser Wahl C1 

und C2 als Folge von (4.15) so klein wie m6glich. Die beiden Indizierungen 

gemaB (4.15) und (4.16) ergeben sich dann als 

n und k (4.17) 

Mit (4.8) wird beispielsweise 
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FUr die DFT schreiben wir dann 2) 

x(n l .n2) Wn1kl Wn2k2 . 
NI N2 (4.18) 

Gleichung (4.18) illustriert die Tatsache. daB die Methoden der FFT letzt­

lich auf der Uberflihrung in mehrdimensionale Transformationen beruhen. Der 

PFA mit 2 Faktoren gemaB (4.18) ist eigentlich eine 2D-Transformation der 

Langen NI und N2 • Es ist bemerkenswert. daB durch Benutzung teilerfremder 

Faktoren NI und N2 eine vollstandige Entkopplung der Summationen erreicht 

wird. Deshalb kann die Reihenfolge der Summen vertauscht werden. Falls die 

Ni gemeinsame Faktoren enthalten (was naturlich auch bei den Radix-p-Trans­

formationen der Fall ist). entstehen sog. Twiddle-Faktoren. Das sind Multi­

plikatoren der Form W~ikJ mit i~j. In diesem Fall ist keine Entkopplung der 

Summationen gegeben und somit keine Vertauschung m6g1ich. 

Als Beispiel eines PFA mit zwei Faktoren betrachten wir NI 5. 

Mit N 3·5 15 hat man aus (4.17) 

n ( 5n l + 3n2 ) mod 15 und k ( lOki + 16k2 ) mod 15. 

0.1.2.3.4. 

Damit erhalt man die zweidimensionale Abbildung der Indizes wie in Tabelle 

4.3 auflistet. Eine symbolische Darstellung der beiden entkoppelten Module 

zeigt das Bild 4.12. 

Wenn die Lange N durch drei teilerfremde Faktoren N 

wird die Objektindexbezeichnung 

2) Aus drucktechnischen GrUnden werden Indizes der Exponenten 

au! der (hochgestellten) Zeile geschrieben. 
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Tabelle 4.3. PFA-Indexdiagramme fur N1= 3 und N2 = 5 

n 2 0 2 3 4 
n 1 

0 0 3 6 9 12 

~ 5 8 11 14 2 mod 15 

2 10 13 4 7 

n 2 0 2 3 4 
n 1 

0 0 6 12 3 9 

~ 10 7 13 4 mod 15 

2 5 11 2 8 14 

11 

2 

14 

Bild 4.12. Module der Primiaktor-FFT mit zwei Faktoren. nach [3.8] 
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Die zugehorige DFT wird dann wie folgt geschrieben 

N3-1 N2-1 N -1 
1 

= L L L x(n l .n2 .n3 ) Wnlkl Wn2k2 Wn3k3 . Nl N2 N3 
n 3=O n 2=O n =0 

1 

Vier Faktoren wlirden vier verschachtelte Summationen ergeben. etc. Die Sum­

menbildung kann in beliebiger Reihenfolge aufgeflihrt werden. 

Wie die oben ausgeflihrten Beispiele zeigen. benotigt man fur die Implemen­

tierung eines PFA i.allg. mehrere "kurze" Module. deren Langen den 

Primfaktoren Ni entsprechen. Derartige kurze Module sind in der Literatur 

angegeben (z.B. [2.2]). Wir zeigen hierzu ein Beispiel. ohne jedoch eine Li­

ste der kurzen Module anzugeben. Es sei N=12. dann bieten sich die Module 

mit N1 =3 und N2=4 an. (Korrigierte) Algorithmen aus [2.2] ergeben die SFG 

gemaB Bild 4.13. Ihre Kombination fur N=12 ist im Bild 4.14 zu sehen. 

Wie die Bilder 4.13 und 4.14 deutlich machen. ist auch beim PFA eine "in­

place"-Berechnung m6glich. allerdings unter Aufwand von erheblich mehr 

(schwach besetzten) Iterationen als beim Radix-2-Algorithmus. 

Die Anzahl der reel len Multiplikationen und Additionen fur den Primfaktor­

Algorithmus laBt sich aus den entsprechenden Zahlen der kurzen Module (s. 

x(O) oo----+---:::.,-.--=----------.X(O) 

x(1) X(1) 

x(2) X(2) 

(a) 

'(ol~ 1 ~X{ol 
::~l:== : -=_ :::: 
x(3) - - X(3) 

(b) 

Bild 4.13. PFA-Module: a) N=3. 

b) N=4. nach [2.2] 
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x�o)-------=-"""*:;:-----e---,-----1It'"""--~------XIO) 

x(4) X(4) 

xIS) X(B) 

x(3) X(3) 

xl7l X (7) 

x(11) X(11) 

x(6) X(6) 

x(10) X(10) 

x(2) X (2) 

x(9) X(9) 

x(1) X(1) 

x(S) X(Sl 

Bild 4.14. PFA-SFG fur N=12, nach [2.2] 

Tabelle 4.4. Anzahl der reellen Multiplikationen und Additionen 

fur PFA-Module der Lange N von reellen Daten (fur komplexe Daten 

zu verdoppeln) [3.8] 

N 2 3 4 5 8 11 16 

Multiplikationen 0 2 0 5 2 20 10 

Additionen 2 6 8 17 26 84 74 

Tabelle 4.5) berechnen. In der ersten Iteration eines PFA mit vier Primfak­

toren gibt es N4N3N2 DFT mit der Lange Nt' die die (N4N3N2)-fache Anzahl von 

Additionen und Multiplikationen einer DFT der Lange Nt aus Tabelle 4.4 ha­

ben. Hinzu kommen die entsprechenden Anzahlen fur die anderen drei DFT. 

Einige Beispiele (fur komplexe Daten) sind in Tabelle 4.5 angegeben. Die Ta­

belle zeigt, daB der PFA bei geeigneter Wahl der Module gegenuber den Radix­

p-Algorithmen betrachtliche Einsparungen an Multiplikationen erlaubt. 
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Tabelle 4.5. Anzahl der reellen Operationen fur eine komplexe 

Vier-Primiaktor-FFT [3.8] 

N N x 
1 N2x N3 X N4 Muitiplikationen Additionen 

6 2 3 8 36 

12 4 3 16 96 

20 4 1 5 40 216 

30 2 3 5 100 384 

63 7 9 284 1236 

252 4 9 7 1136 5952 

504 8 9 7 2524 13164 

1008 =16 9 7 1 5804 29100 

2520 = 8 9 7 5 17660 82956 

4.2.4 Winograd-Algori thmus 

1m Jahre 1976 veroffentlichte Winograd einen neuen Algorithmus zur effizien­

ten Berechnung der DFT. der erheblich weniger Muitiplikationen als die tra­

ditionelle Cooley-Tukey-FFT benotigt. jedoch unter Aufwand von mehr Additio­

nen. Der Algorithmus verwendet die Primiaktor-Indexbezeichnung fUr das Indi­

zieren und benutzt die zykiische Faltung fUr die kurzen DFT-Module. Die Ope­

rationen werden so urngeordnet. daB die Multiplikationen vom Algorithmus 

zwecks Reduktion ihrer Anzahl zusarrmengefaBt werden konnen. Der Winograd­

Fourier-Transformationsalgorithmus (WFTA) ahneit dem oben beschriebenen PFA. 

jedoch mit Verschachtein der Multiplikationen. 

Urn den WFTA wirksam zu benutzen. ist es notwendlg. mehr von der Theorie die­

ses schnellen DFT-Algori thmus' zu verstehen als es flir den PFA notig war 

[3.8]. Die Idee ist, aus dem Datenvektor der Lange N durch einfache Additio­

nen eine Menge von M ~ N Zwischenvariablen zu bilden. Diese werden dann mit 

Konstanten mul tipliziert, die aus einer Kombination des reellen und des 

imagnaren Teils der WN in der DFT abgeleitet werden. Diese N Produkte werden 

schlieBlich durch einfache Additionen kombiniert, urn die N Werte der DFT zu 

erzeugen. Man beachte die Folge von Additionen. Muitiplikationen und Addi-
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Bild 4.15. Module des WFTA mit verschachtelten Multiplikationen. nach [3.8] 

tionen im Bild 4.12. sowie die Aufblahung der Zwischenvariablen (M > N). 

Diese Strategie wird auch als die Kolba-Parks-Version des WFTA bezeichnet 

[4.13]. 

Der Weg. eine DFT tiber eine Faltung zu ermitteln. erscheint zunachst unge­

wohnlich. Es karm jedoch sogar zweckrnaJ3ig sein. diese Fal tung ihrersei ts 

tiber eine DFT (unterschiedlicher Lange') zu berechnen. FUr die Technik 

hierzu verweisen wir auf die einschlagige Literatur [2.2]. [3.9] und [4.14]. 

Die Algorithmen erfordern die Berechnung einer Transiormationsmalrix [T] 

[C][B][A]·~. 

wobei [C] eine (NXM)-Matrix. [A] eine (MXN)-Matrix und [B] eine (b~M)-Diago­

nalmatrix ist. In den o.g. Blichern (z.B. [3.9]) findet man diese Matrizen 

ftir praktisch inleressant Werte von N. 

Der WFTA benutzt die gleiche Indexbezeichnung wie der PFA. Die Lange der Mo­

dule N sind Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen. Der WFTA ist deshalb 

gut geeignet werm N prim ist. Diese sog. "kurzen" Module kormen zu "p-dimen­

sionalen" Transformationen der Lange 
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zusammengesetzt werden, wobei durch Verschachteln nochrnals Multiplikationen 

gespart werden. 

Die entkoppelte DFT-Form mit 2 Modulen ist 

N2-1 

X/(k l ,k2 ) = L 
n =0 

2 

N -1 
1 

L 
n =0 

1 

x(n l ,n2 ) Wnlkl Wn2k2 . 
N 1 N2 

Wir weisen darauf hin, daB die innere Summe eine Menge identischer DFT der 

Lange Nl entlang den N2 Zeilen einer Anordnung x(n l ,n2 ) ist (vgl. auch Ab­

schnitt 5.2). Die auBere Summe ist eine Menge von DFT mit den Langen N2 ent­

lang den Nl Spalten einer Anordnung von Zwischenergebnissen, die eine Funk­

tion von (k l ,n 2 ) sind. Von Winograd wurde gezeigt, daB diese Operationen in 

beliebiger Rcihenfolge durchgeflihrt werden konnen. Wenn die kurzen DFT-Mo­

dule in drei sequentiell anzuwendende Operatoren faktorisiert werden, bene­

tigen sie einen Additionsoperator, anschlieBend einen Multiplikationsopera­

tor und zuletzt einen weiteren Additionsoperator. Diese Operationenfolge ist 

im Bild 4.12 illustriert. Der breitere Teil in der Mitte der Bl6cke deutet 

an, daB die Anzahl der Multiplikationen im allgemein groBer als die Anzahl 

der Datenpunkte ist. Unter Verwendung der Moglichkeit zur Umordnung von Ope­

rationen konnen die Multiplikationsetappen benachbart angeordnet werden, wie 

es im Bild 4.15 beispielhaft gezeigt ist. 

Bei der Durchflihrung werden die Variablen nicht (wie sonst ublich) zwischen 

zwei Iterationen zuerst mit einer Konstanten und dann mit anderen Variablen 

multipliziert. Stattdessen werden die beiden Multiplikations-Stufen in eine 

Stu!e von Multiplikationen der Variablen mit Konstanten zusammengefaBt. Die 

Multiplikationen der Variablen konzentrieren sich in der Mitte des Algorith­

mus'. Diesen Vorgang nennt Winograd "Verschachteln" (nesting). Er ist ent­

scheidend fur die geringe Anzahl von Multiplikationen im WFTA. 

Man beachte, daB die Struktur des Additionsoperators eine Aufblahung von Da­

ten in der Mit te des Algor i thnrus' verursacht. Diese Aufblahung ist ein 

Hauptproblem bei der Ausflihrung des zentralisierten WFTA, da sie eine di-
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rekte Operation mit Ersetzung ("in-place") verhindert und eine Zunahme der 

Anzahl der Addi tionen und der abzuspeichernden multiplikati yen Konstanten 

zur Folge hat. 

Die Anzahl der Multiplikationen und Additionen ist aus der Tabelle 4.6 zu 

ersehen. Sie unterscheidet sich von Tabelle 4.4 fur den PFA umso mehr. je 

groJ3er N wird. Der WFTA erlaubt die gleichen Transformations-Langen N wie 

der PFA. aber die Anzahl von Multiplikationen ist kleiner und die Anzahl der 

Additionen groJ3er. Die Wirksamkeit des PFA hangt von der der individuellen 

Module abo Es muJ3 nocbmal betont werden. daB eine einfache Zahlung von Ope­

rationen kein Gesamtbild fur die Auswertung von Algorithmen ergibt. Der WFTA 

benotigt mehr Indexberechnungen als der PFA. Die Datenaufblahung verhindert 

die "in-place"-Berechnung und die Zentralisierung der Multiplikationen ver­

ursacht eine viel groJ3ere Anzahl von abzuspeichernden Multiplikationsfakto­

ren als fur den PFA. 

Bei modernen Vektorrechnern (z.B. Cray und IBM 3090) werden Multiplikationen 

uberlappend mit Additionen ausgefiihrl und benotigen keinen zusalzlichen 

Zeitaufwand. Da der WFTA keine Kommutalivitat erfordert. kann die Transfor­

mationsmatrix in Blocke aufgeleilt und parallel bearbeitet werden. Dadurch 

kann die Gesamtzahl der Operationen reduzierl werden. 

Tabelle 4.6. Anzahl der reellen Operationen fur einen komplexen 

Vier-Faktor-WFTA [3.8] 

N = N1x N2X N3 X N4 Multiplikationen Addi tionen 

30 2 3 5 68 384 

63 9 7 196 1394 

126 2 9 7 392 3040 

252 4 9 7 784 6584 

504 8 9 7 1572 14428 

1008 =18 9 7 3548 34416 

2520 = 8 9 7 5 9492 99068. 
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x(O) X(O) 

x(4) X(4) 

xIS) XIS) 

x(3) X(3) 
\ _.1. 

x (7) 2 

\ . .:ll.. 
x(11) 

J 2 

X(7) 

X(11) 

x(6) X(6) 
_l 

x(10) 2 

. (3 

x(2) 
JT 

X(10) 

X(2) 

x(9) 
_li 

X(9) 

x(1) 2 

(3 
X(1) 

xIS) 
-2 

XIS) 

Bild 4.16. WFTA fur N=12. nach [2.2] 

Die Effizienz des WFTA beruht auf zwei MaBnahmen: (1) Einer Verschachtelung. 

derart. daB 1rultiplikationen zusammengefaBt werden konnen. und (2) einer Be­

rechnung der Module mit Hilfe der zyklischen Faltung und des CRT. Wir ver­

weisen hierzu auf [2.2]. [3.9] und [4.14] bis [4.16]. Urn die Verschachtelung 

der Multiplikationen zu demonstrieren. betrachten wir eine FFT mit N = N1 ·N2 

= 3·4 = 12 Datenwerten unter Verwendung der SFG von Bild 4.13 und Bild 4.14. 

Wie der im Bild 4.16 dargestellte SFG zeigt. kann man durch Umordnung und 

Zusammenfassung die Anzahl der nicht-trivialen Multiplikationen von 12 auf 8 

reduzieren. Es sei jedoch nochmals betont. daB sich die Effizienz des WFTA 

erst fur groBere Transformationslangen und in Verbindung mit den anderen ge­

nannten MaBnahmen bemerkbar macht. 

4.2.5 Berechnung der DFT aus Walsh-Koeffizienten 

In diesem Abschnitt stellen wir einen Algorithrnus vor. mit dessen Hilfe die 

DFT-Koeffizienten aus Walsh-Koeffizienten berechnet werden konnen [4.17]. 

[3.2]. Dieses Verfahren der Walsh-Fourier-Transformation (W-FT) ist zweckma­

Big. wenn die Walsh-Koeffizienten bereits bekannt sind. bzw. wenn nur wenige 

Fourier-Koeffizienten zu berechnen sind. 
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Die diskreten Walsh-Funktionen wurden im Abschnitt 2.4 eingeflihrt und mit 

Wal(k.n) bezeichnet. Wie dort dargestellt wurde. konnen die Walsh-Funktionen 

in gerade (Cal-) und ungerade (Sal-) Funktionen eingeteilt werden. Mit den 

nach Sequenz en geordneten Walsh-Funktionen hangen diese wie folgt zusammen 

Wal w(2s-1.n) Sal(s.n). Wal w(2s.n) Cal(s.n) . 

wobei s die Sequenz bezeichnet. Das BUd 2.7 stell t die Menge der ersten 

acht Walsh-Funktionen in Vergleich mit den entsprechenden Sinus- und Cosi­

nus-Funktionen dar. Eine Betrachtung dieses Bildes zeigt. daB es zu jeder 

Walsh-Funktion einer gewissen Sequenz eine trigonometrische Funktion mit 

einer entsprechenden Frequenz gibt. 

Wir betrachten zunachst ein einflihrendes Beispiel mit N=8. Wenn die Sequenz­

ordnung der diskreten Walsh-Funktionen benutzt wird. laRt sich die Walsh-Ma­

trix [~(3)] in der folgenden Form reprasentieren (vgl. Abschnitt 2.4): 

Wal(O.n) 1 1 1 

Sale l,n) -1 -1 -1 -1 

Cal (l,n) -1 -1 -1 -1 

Sal(2.n) 1 -1 -1 1 -1 -1 

[~(3)] (4.19) 

Cal(2.n) -1 -1 -1 -1 

Sal(3.n) -1 -1 -1 -1 

Cal(3.n) -1 -1 -1 --1 

Sal(4.n) -1 -1 -1 -1 

FUr ein Signal x(tJ) konnen die Abtastwerte durch Auswahl eines ersten Ab-

tastpunktes 110 ~/8 und des Abtastintervalls ~/8 erzeugt werden [4.17] 

mit 

3 

a o+ E [akcos(k~i) + bksin(klJ j )] + b 4 sin(4tJ j ). 

k=1 

(4~i/8) - (~/8). und i 1.2 ..... 8. 

Wenn ~e ein Spal tenvektor der Ordnung 8 ist. der die Abtastwerte enthal t. 

kann die DWHT der abgetasteten Daten als 
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(4.20) 

dargestellt werden. 

Die Substitution (4.19) in (4.20) ergibt 

Xw(O) a o 

Xw(1) Y1b1 + Y2 b 3 

Xw(2) Y1a 1 - Y2 a 3 

Xw(3) (VJ2)b2 

~W8 
(4.21) 

Xw(4) ( l/fi)a 2 

Xw(5) -Y2 b l + Y1a 3 

Xw(6) Y2 a 1 + Y1a 3 

Xw(7) b 4 

Y = (1/4)jcos(t9 ) - sin('I9) +fi sin('I9o)!' 
2 0 0 

In (4.21) sind die Fourier-Koeffizienten a k , b k unbekannt. Um a k und bk zu 

bestimmen, schreibt man (4.21) urn: 

Xw(O) 

1,30656 Xw(1) - 0,54120 Xw(5) 

1,30656 Xw(2) + 0.54120 Xw(6) 

1.41421 Xw(3) 

1.41421 Xw(4) 

0,54120 Xw(1) + 1,30656 Xw(5) 

-0,54120 Xw(2) + 1,30656 Xw(6) 

Xw(7) 

(4.22) 

Gleichung (4.22) zeigt. wie die Fourier-Koelfizienten aus den Walsh-Koeffi­

zienten berechnet werden konnen. Zuerst werden die Walsh-Koeffizienten Xw(k) 

durch die DWHT berechnet und dann werden die Fourier-Koeffizienten a k und bk 

durch Substitution von Xw(k) in (4.22) gewonnen. 
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Wir betrachten nun den allgemeinen Fall mit N = 2r. Die Abtastwerte X(~l) 

konnen wie folgt beschrieben werden. Aus ihnen ist dann ein Spaltenvektor ~N 

fur die Abtastwerte zu erzeugen: 

(N/2)-1 

X(~l) = a o + ! ~ (akcos(~i) + bksin(~i» ! + bN/2sin(~iN/2). 
k=1 

mi t ~i (4r.i/N) - r./N und i 1.2 ..... N. 

Die Walsh-Matrix [Hw(L)] kann durch geeignete Abtastung der Funktionen 

walw(k.t) erzeugt werden (vgl. Abschnitt 2.4). Aus ~N und [Hw(L)] kann der 

Vektor der Walsh-Koeffizienten Xw(k) berechnet werden 

~WN [~(L)] ~N' (4.23) 

Die Fourier-Koeffizienten a k und b k folgen dann aus (4.22). 

Wie im vorstehenden Beispiel fur N=8 gezeigt wurde. kann dies durch Losen 

eines Gleichungssystems mit N Unbekannten erfolgen. Ein solches Verlahren 

ware jedoch fur groBere N ausgesprochen rechenaufwendig. In [4.17] und [3.2] 

wird gezeigl. wie die Fourier-Koelfizienten als gewichtete Surnmen von Walsh­

Koeffizienten berechnet werden konnen. Wir verzichten hier aul die Herlei-

tung der Ausdrucke fur die Konvertierungsfaktoren und geben stattdessen ein 

Beispiel an. 

Zu berechnen seien die a k und b k mit k = 1.2 ..... (N/2)-1. Hierzu schreibl 

man beide GroBen als gewichtete Surnmen der Walsh-Koeffizienlen Xw(k): 

a k = ~ C(k.i)Xw(k). 
i 

b k =~ S(k.i)Xw(k). 
i 

Dabei wird k als Produkt einer Polenz 2 J - 1 und einer ungeraden Zahl (2q-1) 

dargestellt: k = 2 J - 1 (2q-1). mit j. q = 1.2 ..... Die naturliche Zahl 

l~i~z(k) ist begrenzt durch z(k) = N/2 J (k)+I. Der Zusammenhang zwischen den 

naturlichen Zahlen k.j und q ist fur ~16 in Tabelle 4.7 angegeben. FUr vor­

gegebenes k findet man also j und z. Die Gewichtsfaktoren C(k.i) und S(k.i) 

ermittelt man dann aus 
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k q 

Z 2 

3 Z 

4 3 

5 3 

6 Z 2 

7 4 

8 4 

C(k,i) (ZJ(k)+2)/N [H ] 
% ( k) 1 

und 

S(k.i) (ZJ(k)+2)/N [H ] 
% (k) i 

q und j : k = Z J - 1 (Zq-1 ) 

k 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

cos (lro Z ( k) ) 

cOS(kt9%(k)_l) 

sin(kt9Z(k») 

sin(kt\(k)_l) 

q 

5 

3 

6 

Z 

7 

4 

8 

Dabei bezeichnet [HZ(k)]l die i-te Zeile von [~=(k)]' 
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[4-.17] 

Z 

3 

Z 

5 

Mi t diesen Konvertierungsiaktoren konnen die Fourier-Koe!!izienten als ge­

wichtete Summen der Walsh-Koe!!izienten angegeben werden: 

z(k) 
a k= L C(k,i)Xw (i'ZJ(k)+l_ ZJ(k»), 

i=1 

z(k) 
b k= L S(k,i)Xw (i'ZJ(k)+l_ Zl(k)_l). 

i=1 
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Als Beispiel zeigt Tabelle 4.8 die Werte des Faktors S(k. i) filr N=26 • Man 

beobachtet. daB einige der Faktoren sehr klein sind. Nirrrnt man sie zu Null 

an, kann der Rechenaufwand auf Kosten der Genauigkeit weiter verminderl wer-

den. 

Tabelle 4.8. Werte der Faktoren S(k,l) filr N=2 6 und 1£G;(N/4) [4.17] 

k I i 2 3 4 5 6 7 8 

1.274 -0,528 -0.105 -0,253 -0,025 0,010 -0.052 -0.125 

2 1.276 -0.528 -0.105 -0,254 -0,025 0.010 -0.052 -0,126 

3 0,426 1.028 -0.687 0,285 -0,086 -0.208 -0.312 -0,129 

4 1,281 -0.531 -0.106 0,255 

5 0.256 0.621 0,929 -0,385 -0,206 -0.497 0,332 -0.137 

6 0.431 1,040 -0.695 0,288 -0,087 -0,211 -0,315 0,131 

7 0,186 -0,077 0.386 0,933 -0,765 0.317 0,063 0.152 

8 1.307 -0.541 

9 0.146 -0.061 0,304 0,735 0.895 -0.317 -0.074 -0.178 

10 0.265 0.640 0.958 -0.397 -0.212 -0.512 0.342 -0.141 

11 0,122 0.294 0.439 -0,182 0.340 0.821 -0.549 0.227 

12 0.450 1.086 -0.726 0.301 

13 0.105 0.253 -0.169 0,070 0.231 0.558 0.835 -0.346 

14 0.197 -0.816 0.410 0,991 -0.813 0.337 0,067 0.162 

15 0.093 -0.039 -0,008 -0,019 0,188 -0.078 0.391 0.945 

16 1.414 

k I i = 9 10 11 12 13 14 15 16 

-0,062 -0,026 0.005 -0.012 0.012 -0.052 -0,026 -0.063 

3 -0.019 -0,046 0,031 -0,013 0.042 -0.102 -0.153 0.063 

5 -0.034 -0.083 -0.124 0.052 -0,096 -0,233 0.156 -0.644 

7 -0.054 0.023 -0,113 -0.274 -0.334 0.138 0.028 0.066 

9 -0.084 0.035 -0.175 -0.424 0.348 -0.144 -0.029 -0.069 

11 -0.136 -0.329 -0.493 0.204 0.109 0.263 -0.176 0.073 

13 -0,257 -0.619 0.414 -0.171 0.052 0.126 0.188 -0.178 

15 -0.856 0.355 0.071 0,170 0.017 -0.007 0.035 0.084 
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Wenn aIle Fourier-Koeffizienlen gewlinschl werden. isl die Anzahl der von der 

W-FT benoliglen Mulliplikalionen gegeben durch 

M 
r 

(4/2)(4/4) + (8/2)(8/4) + .,. + (N/2)(N/4) (4.24) 

FUr den Fall. daJ3 nichl alle KoefIizienlen benotigt werden und die Anzahl 

der Fourier-Koeffizienlen 

Q 1.2 .... 

isl. ergibt sich die Anzahl der Mulliplikalionen als 

FUr ~64. benoligt die W-FT weniger Mulliplikalionen als die FFT. fur N>64 

isl die FFT besser. Oie W-FT benotigl weniger Mulliplikalionen fur aIle N. 

wenn die Zahl Q der zu berechnenden Koeffizienten relaliv klein im Vergleich 

zu N isl. Oer W-FT-Algorilhmus ist nalurlich dann besonders zweckmaHig. wenn 

sowohl die Walsh-Koeffizienten wie die Fourier-Koeffizienlen zu berechnen 

sind. 

4.2.6 Berechnung der DFT aus Koeffizienten von Teilfolgen 

Unler Verwendung der (WHT)H bei der Berechnung der OFT belrachten wir eine 

Moglichkeil zur Gewinnung der OFT-Koeffizienlen hoherer Ordnung aus Koeffi­

zienlen niedrigerer Ordnung. 

In Malrixdarslellung gill fur die beiden Transformalionen: 

OFT: L 1.2 ..... r 

Urn die OFT durch die OWHT in Malrixform zu berechnen. schreiben wir 

[T(L)] ~"'H 
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mit der (NXN)-Konversionsmatrix 

Urn die Beschreibung zu vereinfachen. zerlegen wir jetzt die Matrix [Tk] in N 

Zeilenvektoren [Tk]T = lIo II ... Ik ... IN-I!· Dabei ist k der Index der 

Zeilenvektoren von 0 bis N-l. Dann fUhren wir in dieser Matrix [Tk ] mit den 

Indizes der Zeilenvektoren die Bitumkehroperation durch. z.B. fur N=4 

Io Io 

II I2 

[Tk ] - BRG-> [T<k>] 

I2 II 
T -3 I3 

Die Konversionsmatrix [T<k>(L)] ist orthogonal und hat eine blockdiagonale 

Struktur. z.B.fur N=8 

Io 

I4 

I2 

I6 

[T<k) (4.25) 

II 

Is 

I3 

I7 

Dabei ist [T<lc>(L-l)] eine (N/2)X(N/2)-Konversionsmatrix und [R<k>(L-l)] 

eine (N/2)X(N/2)-Restmatrix. Dann ist 

(4.26) 

wobei <k> die Bitumkehr von k symbolisiert. Nach der Substitution (4.25) in 

(4.26) haben wir 

[ 
[T < k > (L-l )] 1 0 1 

- - - - - - -1- - - - - - -
o 1 [R<k>(L-l)] 

(4.27) 
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Wir zerlegen nun den Vektor ~ der Ordnung N in zwei Teilvektoren ~l und ~2' 

Dabei ist ~l ein Vektor der Ordnung N/2. der aus den (N/2) oberen Elementen 

des Vektors ~ besteht. wahrend ~2 die (N/2) unteren Elementen desselben Vek­

tors enthalt. Nun kann XWH wie folgt geschrieben werden 

(4.28) 

Die Matrixmultiplikation in (4.28) kann nun folgendermaBen dargestellt wer­

den: 

[~(L-l)] ~l(L-l) + [~(L-l)] ~2(L-l) ] 

--------------------

[~(L-l)] ~l(L-l) - [HH(L-l)] ~2(L-l) 

XWH1(L-l) + XwH2 (L-l) ] 

------------

XWH1(L-l) - XwH2 (L-l) 

(4.29) 

Gleichung (4.28) stellt die Beziehung zu den Hadamard-Koe!fizienten der Ord­

nung N/2 her. Xw,u und XWH2 beziehen sich au! die obere und die untere 

Halfte des Vektors XWH ' Die Substitution (4.29) in (4.27) fUhrt zu 

_[:<:>~L=l~]_: ___ ~ ___ ] [_X:H~(~-~)_+_X:H~(~-~)_] 
o I [R<k>(L-l)] XWH1(L-l) - XwH2 (L-l) 

[
[T<k>(L-l)]'[XWH1(L-l)+XWH2(L-l)]] 

-----------------

[R<k>(L-l)]'[XwHl(L-l)-KwH2(L-l)] 

Aus (4.26) haben wir 

X1t<k>(L-l) 

Wegen der Struktur von [T<k>(L)] kann man auch schreiben 
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(4.30) 

Aus (4.30) ergibt sich dann 

[ 
Klf<k>(L-1) + K2f <k>(L-1) ] 

= ~R:k:(~-~)~[~<:>~L=1~]~K~f:k:(~-~)---K:f:k:(~-~)~' 

Zur Vereiniachung ersetzen wir [R<k>(L-1)][T<k>(L-1)] durch [Z<k>(L-1)]: 

x (L) = [_ - - _K~f:k:(~-~)_+_K~f:k:(~-~)_ - - - _j. 
-f<k> 

[Z<k>(L~1)](Klf<k>(L-1) - K2f <k>(L-1» 

Nun betrachten wir verschiedene Beispiele von [T(L)] mit L 1.2 ..... r und 

N=2r: 

(1) 1=1. N=2: 

[ 1 1]. 
1 -1 

Durch Bitumkehr folgt: 



(2) L=2. N=4: 

000 0 

o 1 2 3 

o 2 0 2 

032 1 

1 1 1 1 

1 -j -1 

1 -1 1-1 

1 j -1 -j 

1 1 1 1 

1 -j -1 

= Nr 1 [W!][~(2)] = (1/4) 

o o o 
o 0 (1-j)/2 (1+j)/2 

o 1 o o 
o 0 (1+j)/2 (1-j)/2 

Bitumkehr ergibt: 

[T<k>(2)] = 

r 1 0 I 0 0 

1 -1 1-1 

1 j -1 -j 

1 1 1 1 

1 -1 1-1 

1 1 -1 -1 

1 -1 -1 1 

0 1 I 0 0 [_T:'~(~)_:_ - ~ - _j. 
- - - - -1- - - - - - - - -

0 0 1(1-j)/2 (1+j)/2 o I R<k>(l) 

0 0 I (1+j )/2 (1-j )/2 

[ 

(1-j)/2 

(i+J)/2 

(1+j )/2]. 

(1-j )/2 

117 
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(3) L=3. N=8: 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 2 3 4 5 6 7 

0 2 4 6 0 2 4 6 

0 3 6 1 4 7 2 5 

[EJ 
0 4 0 4 0 4 0 4 

0 5 2 7 4 6 3 

0 6 4 2 0 6 4 2 

0 7 6 5 4 3 2 

1 1 1 1 1 1 1 

1-j -j l+j -1 -1+j -1-j 

1 -j -1 -j -1 

1 l+j 1-j -1 -1-j -j -1+j 

[W:J 
1 -1 -1 -1 -1 

1 -1+j -j -1-j -1 1-j l+j 

1 -1 -j -1 -j 

1 -1-j -1+j -1 l+j -j 1-j 

1 

-1 -1 1 -1 1 -1 

-1 -1 1 -1 -1 

-1 -1 1 -1 -1 

[~(3) ] 

1 1 1 -1 -1 -1 -1 

1 -1 -1 -1 1 -1 

1 1 -1 -1 -1 -1 

1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 



0 0 

0 0 0 

0 0 ( l-j)/2 

0 0 0 

0 0 

0 0 0 

1 0 (3) 

It (3) 

1 2 (3) 

13 (3) 

14(3) 

15(3) 
1 6 (3) 

17 (3) 

0 

0 

(l+j )/2 

0 0 0 

(3-j)/4 0 0 

0 0 0 

0 (3+j )/4 (j-l )/4 (1+ j)/4 

0 0 0 0 

0 (-l-j )/4 (3-j)/4 (2+3j)/4 

0 0 (1+j)/2 (1-j)/2 0'" 0 0 

0 0 0 

Durch Bitumkehr erhalt man: 

10 (3) 

14(3) 
12 (3) 

16 (3) 

It (3) 

15(3) 
I 3 (3) 

17 (3) 

0 0 (3+j )/4 (1-3j)/4 

~T:k:(~)~:_ - ~ - _] 
o I [R<k> (2)] 
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0 

(2+3j )/4 

0 

( 1-3j)/4 

0 

(1-j)/4 

0 

0 
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1 

0 

0 

0 

0 0 0 1 
0 0 1 

0 ( I-j)/2 (1+j )/2 1 0 

0 ( 1+j)/2 (l-j )/2 I 
--------- - -1- - - - - - --

o 
1 (3-j )/4 0 

1 (-1-j)/4 (3-j)/4 

1 (3+ j)/4 (j-l )/4 

0 (2+3j )/4 

(2+3 j)/4 (1- j )/4 

(1+j)/4 (1-3j)/4 

1 o (3+j)/4 (1-3j)/4 o 

Mi t diesen Beispielen ist die rekursive Erzeugung der Konversionsmatrizen 

[T(L)] illustriert. Mit [W!] = [T(L)][HH(L)] folgt also die Moglichkeit der 

rekursiven Berechnung der Fourier-Koeffizienten der Ordnung L (L = 1.2 ..... r 

und r=log2N) durch Koeffizienten der Ordnung L-1. d.h. durch Koeffizienten 

von zwei Teilfolgen der Langen N/2. 

4.2.7 FFT-Algorithmen fur reelle sy.mmetrische oder antisy.mmetri­

.sche Datensequenzen 

Die DFT transformiert komplexwertige Daten in ebenfalls komplexe DFT-Koeffi­

zienten. Falls die Datenfolge reell ist oder gewisse Synmetrien aufweist. 

kann ma~ dies zur Sleigerung der Effektivitat ausnutzen. 

Sind die Imaginarteile einer Datenfolge idenlisch Null. wlirden bei einem Al­

gorithmus fur komplexe Daten etwa 50% der Operation nutzlos ausgeflihrt. in­

dem Nullen addiert oder mit Null multipliziert wlirde. Zur effektiven Berech­

nung der DFT reeller Daten mi t einem Algor! thmus fur komplexe Daten der 

Lange N hat man zwei Moglichkeiten: Entweder man nutzt den Imaginarteil fUr 

die Transformation einer zwei ten reellen Funktion der Lange N. oder man 

transformiert eine reelle Datenfolge der Lange 2N. Dazu teilt man die Daten­

sequenz in Teilsequenzen mit geraden und ungeraden Indizes auf und betrach­

tet die Folge mit geraden Indizes als Real tei! und die mit ungeraden als 

lmaginartei! . 



121 

1m ersten Fall berechnen wir die OFT von 

wobei x1(n) und x 2 (n) zwei reelle Folgen der Lange N sind. Die Transforma­

tion der komplexen Funktion x(n) ergibt das Spektrum Xf(k) GemaB Abschnitt 

2.1 gilt dann fur die Spektren von x1(n) und x 2 (n) 

und 

Hierin bezeichnen die Indizes R und I den ReaI- bzw. den Imaginarleil. sowie 

E und 0 die gerade (even) bzw. ungerade (odd) indizierlen Koeffizienten. 

Durch eine einfache Nachverarbeilung (Addilionen) der Komplexital O(N) er­

halt man also die komplexen Spektren Xf1(k) und Xf2 (k). 

Falls man andererseits eine reel Ie Sequenz der Lange 2N anslelle einer kom­

plexen Sequenz der Lange N lransformieren will. sind die Daten in eine ge­

rade indizierte Folge und eine ungerade indizierte Folge der Langen N aufzu­

teilen. die dann als Real- bzw. Imaginarteil der zu transformierenden Se­

quenz x(n) angegeben werden: 

x(2n+l) = xo(n). n = 0.1 ..... N-l. 

Aus der transformierten Sequenz der Lange N lassen sich dann DFT-Koe!!izien­

ten der ursprtinglichen Sequenz der Lange 2N beslimmen [2.1]. Da die Koeffi­

zienten X,(k) komplex sind. konnen sie nur bis k = N-l bestimmt werden: 
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k = O.l •...• N-l. 

FUr beliebig strukturierte reelle 2N-Folgen kann man also nur die ersten N 

Koeffizienten (nach Betrag und Phase) bestillIllen. Die hierzu erforderliche 

Nachverarbeitung benotigt auBer Additionen auch Multiplikationen und die Be­

rechnung (bzw. Abspeicherung) von Sinus- und Cosinus-Werten. 

Weitere Vereinfachungen der Berechnung ergeben sich dann. wenn man weitere 

Annahrnen uber die Eigenschaften der zu transformierenden Datensequenzen ma­

chen kann. z .B. bezuglich Syrrmetrie oder Antisyrrmetrie der Datensequenz 

(vgl. Abschnitt 2.1). Wir betrachten nachfolgend einen Algorithmus. der sich 

besonders fur solche FaIle eignet. 

Ein zusatzlicher FluBgraph flir die Bestil!Illllng der DFT einer reellen Folge 

von N Punkten mit einem (komplexen) (N/2)-Punkte-Algorithmus ist im Bild 

4.17 angegeben. Dazu werden die gerade indizierten Werte in den Real teil. 

die ungerade indizierten Werle in den lmagnarleil eines Vektors xN / 2 (n) ein­

geordnet. Durch Transformation erhalt man die (komplexen) Koeffizienten 

XN / 2 (k). Mit Hilfe des im Bild 4.17(a) dargestellten SFG ergeben sich die 

DFT-Koeffizienten mit 0<k<N/4. Da sich fur jedes k auch ein Koeffizient der 

Ordnung (N/2)-k ergibt. liefert die Prozedur die erste HaUte der Koeffi­

zienten. Die zweite Halfte folgt aus der Kenntnis. daB Xr(k) hermitisch ist. 

Umgekehrt kann man mi t dem (N/2)-Punkte-Algor i thmus aus den Werten von 

XN / 2 (k) mit Hilfe des SFG vom BUd 4.17(b) und unter Voraussetzung eines 

hermitisch syrrmetrischen Spektrums die inverse Transformierte bestimmen. 

Bei der Bewertung von Berechnungskosten eines numerischen Algorithmus' wird 

die Anzahl der arithrnetischen Operationen haufig zur Kennzeichnung der Kom­

plexi tat des Algor i thmus' benutzt. Weil Mul tiplikationen im allgemeinen 

kostspieligere Operationen sind. ist es oft vor·teilhaft. beim Entwurf des 

Algori thmus mit einer minimalen Anzahl von Mul tiplikationen auszukommen. 

ggf. auch auf Kosten der gesamten Anzahl der arithrnetischen Operationen. Ein 

Algorithmus. der flir reelle. syrrmetrische oder antisyrrmetrische Datensequen­

zen optimiert ist. wurde von Preuss [4.16] angegeben. 
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Bild 4.17. Zusatzlicher SFG fur die N-DFT mit einem (N/2)-Algorithrnus: 

a) Vorwarlstransformation. b) Rlicktransformation. nach [4.28] 

Wir betrachten zunachst eine komplexe Sequenz. x(n). n 

Lange N=2r. Diese Sequenz lafit sich als 

x(n) = Ix (n) + x (n)! + nx (n) + xi.(n)! rs ra 1 s 

mit 

xrs(n) = Relx(n) + x(N-n)!/2. 

xra(n) = Relx(n) - x(N-n)!/2. 

Imlx(n) + x(N-n)!/2 

und xi.(n) = Imlx(n) - x(N-n)!/2 

schreiben. Dabei ist Relx! = (x+x·)/2. Imlx! (x-x· )/2j. 

D • ...• N-l. der 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 

(4.34) 

(4.35) 

ist die imagi-
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nare Einheit und das hochgestellte Sternchen symbolisiert komplexe Konjuga­

tion. AuBerdem wird x(N)=x(a) vorausgesetzt. 

Sei [FN] die DFT-Matrix fur N Punkte. so konnen wir schreiben (vgl. Ab­

schnitt,2.1) Xl = [FN]'~ = (XRS + XRA ) + j(XIS + X1A ). wobei 

XIS 

Man bemerkt. daB x und 
rs 

folgende Beziehung gilt 

x(n) x (N--n) x'(n). 

AuBerdem beachte man. daB 

sind. d.h. fur sie gilt 

X 

x(n) = -x(N-n) = x'(n). 

1 s 

X 
ra 

(4.36) 

reel Ie symnetrische Sequenz en sind. fur die 

n a.l .... (N/2). 

und X 
1 a 

reelle antisymmetr i sche Sequenzen 

n a.l .... (N/2). 

Es ist leicht zu zeigen. daB die DFT einer reellen symmetrischen Sequenz 

eine reelle symmetrische Sequenz ist. Daruber hinaus ist die DFT einer reel­

len antisymmetrischen Sequenz eine rein imaginare antisymmetrische Sequenz: 

(4.37) 

Der folgende Algorithmus laBt sich zur Berechnung der Transformationen von 

(4.36) verwenden. die dann in (4.37) zur Berechnung der Transformation der 

urspriinglichen Sequenz benutzt werden konnen. 

Es wurde berei ts erwahnt. daB wenn x(n) reell und (anti-)symmetrisch ist. 

die Berechnung der N--Punkte-DFT auf die Berechnung einer (N/2)-Punkte-DFT 

der reellen Datensequenz yen) = ao(n) + al(n) zuruckgefiihrt werden kann. wo­

bei n = 0.1 ..... (N/2)-1. und 

x(2n). a l (n) x(2n+l) - B'x(2n-l) sowie x(-l) x(N--l) 
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gilt. Die GroBe B kann die Werte +1 oder -1 annehmen. Zunachsl sei B = +1. 

FUr eine symrnetrische bzw. anlisyrnmelrische Sequenz x(n) gill 

xCn) = S·x(N-n) = x'Cn) mit S = ± 1. C4.38) 

Wenn Yt(k) die Transformierle von yen) ist. erhall man Ao(k) und AI(k) (die 

Transformierlen von ao(D) und a 1 (n» aus 

(4.39) 

Die Berechnung von Xt(k). d.h. der Transformierten von x(n). aus Ao(k) und 

AI(k) geslallel sich dann wie folgt [4.18]: 

(N/4)-1 
R = Cl+BS) L x(2n+l)Bn + 1 

n=O 

sowie B(D) 

(N/2)-1 
= L x(2n+1 )Bn + I 

n=O 

und B(N/4) = jj(1-B)2R - (1+B)A I (N/4)!/4. 

Dann sei fur k = 1.2 ..... (N/4)-1. 

fur k 0.1 ..... (N/4) 

fur k = 1.2 ..... (N/4)-: 

FUr k = 1.2 ..... (N/2)-1 folgl schlieBlich 

X f (N-k) = S· X t (k) = X' (k) . 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

(4.44) 

(4.45) 

Man beachte. daB die einzigen nicht-trivialen Multiplikationen im obigen 

Verfahren. auBer den zur Erzeugung von Ao(k) und AI(k) erforderlichen. die 

fur (4.41) benotigten (N/4)-1 reellen Mulliplikationen sind. 

Von (4.39) ausgehend sehen wir. daB Ao(k) und AI (k) einfach aus Yf (k) er­

zeugt werden konnen. Wenn 0=+1. konnen sie aus einer einzigen (N/2)-DFT der 
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reellen Sequenz yen) berechnet werden. ao(n) und a1(n) sind jedoch symmetri­

sche oder antisymmetr ische Sequenzen der Lange N/2. so daB ihre Transfor­

mierten unter Verwendung desselben Prozesses wie zur Berechnung der DFT von 

x(n) zu ermitteln sind. 

Bisher wurde der Fall £--+1 und S=±1 untersucht. Es gibt jedoch noch den Fall 

B=-1. S=±1. d.h. wir haben vier Situationen: Entweder positive (8=+1) Zerle­

gung einer symmetrischen (S--+1) oder antisymmetrischen (5=-1) Sequenz oder 

die entsprechenden negativen Zerlegungen (B=-1). 

Preuss [4.18] diskutiert die positive Zerlegung fur symmetrische Sequenz en 

und die negative Zerlegung fur antisymmetrische Sequenzen. FUr eine die 

Gleichung (4.38) erfullende Sequenz wahlt er also B = S. Dann wird 

a o«N/2)-n) = x(N-2n) S'x(2n) (4.46) 

und unter Verwendung des Algorithmus' (4.40) bis (4.45) kann ihre Transfor­

mierte durch (N/8)-1 Multiplikationen ermittelt werden. indem man 

und (4.47) 

fur n 0.1 ..... (N/4)-1 berechnet. 

Analog dazu erfullt a1(n) die Beziehungen 

a 1 «N/2)-n) x(N-2n+1) - S'x(N-2n+l) S'x(2n-1) - x(2n+l) = -a1(n). (4.48) 

so daB ihre Transformierte durch 

und (4.49) 

fur n = 0.1 ..... (N/4)-1 berechnet werden kann. 

Die DFT der N-Punkte-Sequenz x(n) kann also unter Verwendung der DFT 

der vier durch (4.47) und (4.48) gegebenen (N/4)-Punkte-Sequenzen und 

den zusatzlich benotigten ~(N/4)-1+2«N/8)-1)1 Multiplikationen und 

~N-3+S+2( (N/2)-4+( 1+S)/2)1 Addi tionen berechnet werden. Die durch (4.46). 
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(4.47) und (4.49) gegebenen Sequenzen sind voraussetzungsgemaB reelle symme­

trische oder antisymmetrische Sequenzen. Man kann also die DFT einer reellen 

symmetrischen oder antisymmetrischen N-Punkte-Sequenz x(n) aus den Transfor­

mierten von zP reellen symmetrischen oder antisymmetrischen Sequenz en der 

Langen N'Z-P berechnen. Zusatzlich benotigt man 

p 
L: zBm- 1 '(Zl-m(N/4)-1) ~ p'(N/4) - ZP + 1 

m=O 

Multiplikationen und 

p 
L: zBm-l( (Zl-m·N - 4) + (1+S) ) ~ p'(N + 1 + S) - 4(ZP-1) 

m=0 

Addi tionen. 

(4.50) 

Bisher wurde gezeigt. daB zur Berechnung der DFT einer reellen symmetrischen 

oder antisymmetrischen Sequenz folgende Operationen benotigt werden: ZP-mal 

die Anzahl der Multiplikationen und Additionen fur die Transformation (4.50) 

einer reellen symmetrischen oder antisymmetrischen N'Z-P-Punkte-Sequenz plus 

p(N/4)-ZP T 1 Multiplikationen. plus p(N+1+S)-4·(ZP-1) Additionen. Die Trans­

formation (4.50) einer komplexen N-Punkte-Sequenz erfordert im allgemeinen 

viermal soviele Operationen wie die obige Anzahl von Operationen plus 4N-4 

Additionen fur Vor- und Nachverarbeitung der komplexen Sequenz. Dies bringt 

die Gesamtzahl auf 

(4.51) 

reel Ie Multiplikationen plus 

reelle Additionen fur die DFT einer komplexen N-Punkte-Sequenz. Dabei 

bedeuten Me und Ae die Anzahl der Mul tiplikatonen bzw. Addi tionen einer 

komplexen Transformation. wabrend die Indizes s und a symmetrische bzw. an­

tisymmetrische Transformationen bezeichnen. M. und M. bzw. A. und As stellen 

die Anzahl der benotigten Multiplikationen und Additionen zur Berechnung der 

N-Punkte-DFT von rellen symmetrischen bzw. reellen antisymmetrischen Daten­

sequenzen dar. 
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Normalerweise wird p so gewahlt. daB die Kostenlunktion 

ein Minimum wird. wobei Clol die Kosten einer reellen Mul tiplikation und CA 
die Kosten einer Addition oder Substraktion sind. 

1m Folgenden ist der komplette Algorithmus zu diskutieren. der unter Annahme 

(CIoI»CA) erzeugt wird. so daB p wegen 

als p = log2(N/4) 

gewahlt wird. FUr diesen Fall ergeben (4.54) und (4.51) 

reelle Multiplikationen und 

reelle Additionen. wobei As(4.O) = 5 und AA(4.0) 1 benutzt wurden. 

Nun lUhren wir den Algorithmus konkrekt aus. Der erste Schritt im Algorith­

mus ist. die komplexe Sequenz (4.31) aul die vier Sequenz en (4.32). (4.33). 

(4.34) und (4.35) zu reduzieren. Wegen der Voraussetzung der Symmetrie sind 

nur 2N-4 reelle Addi tionen zur Erzeugung der vier Sequenz en erlorderlich. 

AuBerdem erhalten wir: 

x ls (N/2) = Imlx(N/2)f. 

Wahrend (N/2)+1 Speicherpliitze zur Darstellung der Sequenzen xr s (n) und 

xl.(n) erlorderlich sind. werden nur (N/2)-1 Speicherpliitze zur Darstellung 
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von xr.(n) und xia(n) benotigt. Deshalb kann diesel' Tei! des Algorithmus' 

vollstandig mit Ersetzung ("in-place") ausgefiihrt werden. 1m zweiten Schritt 

des Algorithmus' wird nun jede del' vier Sequenz en del' Reihe nach transfor­

miert. wobei del' transformierte Vektor auf den gleichen Platz gebracht wird. 

den zuvor del' Eingabevektor belegt hatte. 

Del' dritte Schritt des Algorithmus' erzeugt die Real- und 1maginarteile ge­

maf3 Gleichung (4.37). XRs(k) und X1s(k) sind rein reel! und symnetrisch. 

wahrend XRA(k) und X1A(k) rein imaginal' und antisymnetrisch sind. Eine Be­

trachtung von (4.37) zeigt. daB diesel' Schrit t "in-place" mi t nul' 2N Addi­

tionen durchgefiihrt werden kann. Del' wesentliche Teil del' Transformation er­

folgt im zweiten Schritt. Dabei ist die Eingabe ein Vektor x(n) del' Lange 

(N/2)+S. Die Ausgabe ist ein Vektor del' Lange (N/2)+S. del' die Transfor-

mierte del' Eingabesequenz reprasentiert. Wenn die Eingabesequenz antisymne­

trisch (S--1) ist und die positive Zerlegung (13=+1) benutzt wird. werden 

eine syrrroetrische und eine antisyrrrnetrische Sequenz erzeugt. die 

«N/4)+1) + «N/4)-1) = N/2 

Speicherplatze (d.h. einen mehr als die Anzahl del' fur die Eingabesequenz 

benotigten) erfordert. Bei negativer Zerlegung (13=-1) werden zwei antisymme­

trische Sequenzen erzeugt (erforderliche Speicherplatze (N/2)-2) sowie ein 

zusatzlicher zu speichernder (durch (4.40) gegebener) Wert. Diese Situation 

entsteht fur 13=S=-l. 

Bei symmetrischer Eingabesequenz (S=+1) ist die Situation umgekehrt. Die An­

wendung del' negativen Zerlegung (13--1) produziert zwei symmetrische Sequen­

zen. die einen Bedarf an einem zusatzlichen Speicherplatz erzeugt. wahl' end 

die positive Zerlegung (13=+1) eine symmetrische und eine antisymmetrische 

Sequenz plUS einem zusatzlichen durch (4.40) gegebenen Wert produziert. FUr 

B=S=+1 tritt also kein zusatzlicher Speicherbedarf auf. 

Wenn man also bei del' iterativen Zerlegung von symmetrischen (S=+1) bzw. an­

tisymmetrischen (S--1) Sequenz en positive (13=+1) bzw. negative (13--1) Zerle­

gung anwendet. entsteht kein zusatzlicher Speicherbedarf. Bei vollstandiger 

Zerlegung produziert eine komplexe N-Punkte-Sequenzen zwei reelle symmetri­

sche 4-Punkte-Sequenzen und N-2 reelle antisymmetrische 4-Punkte-Sequenzen. 
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Die ErsteUung der Transformierten erfolgt durch den in (4.40) bis (4.44) 

dargestellten ProzeB. Ein FORTRAN-Programrn. das diesen Algorithmus implemen­

tiert. ist in [4.18] enthalten. 

Die Gesamtzahl von reellen Multiplikationen zur Berechnung der DFT einer be­

liebigen komplexen Sequenz der Lange N=2 r ist Mc(N) = N·log2 (N/4) - N + 4 

Wenn die Sequenz rein reell ist. sind nur halb so viele Multiplikationen er­

forderlich. Falls die reelle Sequenz auch symmetrisch oder antisymmetrisch 

ist. werden nur 1/4 der Multiplikationen benotigt. 

Eine weitere Moglichkeit. den Mehraufwand fur nicht vorhandene Imaginarteile 

zu umgehen. bietet die Hartley-Transformation (vgl. Abschnitt 4.3.7). Die 

Cosinus- und die Sinus-Transformation (vgl. die Abschnitte 2.3. 4.4 und 4.5) 

konnen ebenfalls als Spezialfalle der Fourier-Transformation reeller Daten 

betrachtet und in ahnlicher Weise programrniert werden [4.19]. 

4.3 Algorithmen fUr die diskrete Hartley-Transformation 

Die Vorteile der diskreten Hartley-Transformation (DHYT) gegenuber der dis­

kreten Fourier-Transformation fur den Fall reeller Eingangswerte wurden be­

reits im Abschnitt 2.2 erlautert. AIIgemein hat die Hartley-Transformation 

zwei Vorteile gegenuber der FFT: (1) Vorwarts- und RUckwartstransformation 

sind gleich und (2) Transformationskern und -koeffizienten sind nicht kom­

plex sondern reellwertig. Deshalb kann es zweckmaBig sein. das Fourier-Spek­

trum durchdie Hartley-Transformation zu berechnen (vgl. Abschni tt 4.3.7). 

In den folgenden Abschnitten geben wir Ableitungen verschiedener Algorithmen 

zur Berechnung der DHYT an. Es sind dies die verallgemeinerten Versionen des 

Ansatzes zur Zeitdezimierung sowie zur Frequenzdezimierung. der Primfaktor­

Algorithmus [4.20]. der Spiit-Radix-Algorithmus [4.21]. sowie die Berechnung 

aus anderen Transformationskoeffizienten. AIle diese Algorithmen lassen eine 

"in-place"-Berechnung zu. Dieser Umstand gestattet eine relativ eiruache 

Entwicklung und Optimierung der DHYT-Module. Andererseits muG festgestellt 

werden. daB die Verwendung der DHYT zur Berechnung der DFT, keine Vorteile 

hinsichtlich der Anzahl der Operationen bietet [4.23]. 
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Gemii13 Abschni tt 2.2 gilt fur die Beziehung zwischen den DFT-Koeffizienten 

Xt(k) und den DHYT-Koeffizienten XHy(k) der Datensequenz x(n): 

N-l 
XHy(k) = L x(n)cas(2Tokn/N) 

n=O 

N-l N-l 

= L x(n)cos(2Tokn/N) + L x(n)sin(2nkn/N) 
n=O n=O 

k = 0.1 ....• N-l. (4.53) 

Wir wei sen noch darauf hin. daB die schnelle Hartley-Transformation in den 

USA patentiert ist. 

4.3.1 DHYT-Algorithmus mit Zeitdezimierung 

Zunachst betrachten wir eine Herleitung eines verallgemeinerten Algorithmus' 

mit Zeitdezimierung [4.20]. [4.22]. Urn alle Spezial!alle zu erfassen. soll 

sich die Lange N der Datenfolge als Produkt von Prim1aktoren darstellen las-

sen. 

Sei 

N 

Ohne Verlust der allgemeinen Gultigkeit wird angenommen 

mit 

Nun wird (4.53) zerlegt: 

Nz-l 

XHy(k) = L x(n1N1 )cas(2nkn1N1 /N) 
n =0 

1 

Nz-l 

+ L x(n1N1+l)cas(2nk(n1N1 +l)/N) + 
n1=0 

(4.54) 

(4.55) 
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N2-1 

+ ... + E x(n1N1+(Nl-1» cas(2rrk(n1N1+(Nl-1»/N). 

n1=O 

1m Folgenden benutzt man die Identitat 

cas(2rr(a+p)/N) = cos(2rrp/N)cas(2rra/N) + sin(2rrp/N)cas(-2rra/N). 

Zunachst wird eine N2-Punkte-DHYT deliniert 

N2-1 

YN2(k) = E x(nlNl+n2)cas(2r.knlNl/N)· 
n =0 

1 

Wenn hierin k und n l durch -k bzw. -n l ersetzt werden. erhalt man 

N2-1 

YN2 (N2-k) =E x(n2-nlNl)cas(2r.knlNI/N)· 
n=O 

1 

(4.56) 

(4.57) 

(4.58) 

(4.59) 

Unter Verwendung von (4.57). (4.58) und (4.59) kann nun (4.56) wie folgt urn­

geschrieben werden: 

Nl -1 

XHy(k) = E I YN 2(k)cos(2rrkn2/N) + YN2 (N2-k)sin(2r.kn2/N)!· 
n 2=0 

In dieser Darstellung ist n in n 1 und n 2 auIgespalten 

Zur DurchfGhrung der Methode mit Zeitdezimierung wird nun k in 

(4.60) 

(4.61) 

(4.62) 

zerlegt. mit kl = 0.1 .... :N2-1 und k2 = 0.1 ..... Nl-1. Dann folgt aus (4.60). 

(4.61) und (4.62) 



N -1 
1 

XHy(N2k2+kl) = L i YN2(k1)cos(2r.k1n2!N) 
n 2 =O 

Nl -1 

+ L i YN2(N2-kl)Cos(2nkln2!N) 
n 2 =O 

Entsprechend findet man fur 

N -1 
1 

XHy(N-k) = XHy(N-(N2k2+kl» = L i YN2(N2-kl)cos(2r.kln2!N) 
n 2=O 

N1-l 

- L i YN2(kl)cos(2nkln2!N) 
n 2 =O 
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(4.63) 

(4.64) 

Aus (4.63) und (4.64) liiJ3t sich ein SignalfluJ3graph mit "in-place"-Eigen­

schaft fur die DHYT konstruieren. Ein Beispiel mit Nl=2 wird durch Bild 4.18 

illustriert. Wenn speziell N=4 betrachtet wird. ergeben sich folgende Ver­

hiH tnisse: 

cos(2nk1!N) = O. 

(Bitumkehr) . 
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Yolk1) XHy (k11 

Yo (~-kl1 
N 

XHY(Z -k11 

Y1lk 1, 
N 

XHy(rkl) 

Yll~-kll XHy(N-k 1) 

Bild 4.18. Radix-2-SignalfluBgraph der DHYT mit Zeitdezimierung. nach [4.20] 

4.3.2 DHYT-Algorithmus mit Freqenzdezimierung 

Die Ableitung beginnt mit der gleichen Faktorisierung von N wie in (4.54) 

und (4.55). Nun wird (4.53) wie folgt zerlegt [4.20]. [4.22]. [4.23]. 

[4.24]: 

N2-1 2N2-1 

XHy(k) =L x(n)cas(2nkn/N) + L x(n)cas(2rrkn/N) 
n=O n=N2 

N1Nz-l 

+ ... + L x(n) cas (2nkn/N) . 
n=(N1-1 }Nz 

FUr die i-te Summe wird n durch 

ersetzt. Damit erhalt man 

N2-1 

XHy(k) = L x(n 1 )cas(2nkn 1/N) 
n 1=O 

N2-1 

+ ... + L x(n 1 +Nz )cas(2rrk(n1 +Nz )!N) + 
n 1=o 

(4.65) 



Nz-l 

+ '" +E x(nl+(Nl-l)N2)cas(2nk(nl+(Nl-l)NZ)!N)· 
n1=O 

Diese Gleichung kann als Doppelsumme geschrieben werden 

N1-l Nz-l 

XHy(k) = E E x(nl+nzNz)cas(2nk(nl+n2Nz)!N)· 
n 2=O n1=O 

Mit der Zerlegung 

erhalt man aus (4.65). (4.66) und (4.67) 

Nz-l Nt-l 

XHy(Nlkt+k2) = E E ~ x(nZNZ+nl)cos(2nkz(N2nZ+nl)!N) 
n1=O n2=O 
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(4.66) 

(4.67) 

(4.68) 

Analog zum Algorithmus mit Zeitdezimierung benotigt man zum Aufbau der "in­

place"-Module 

Nz-l N1-l 

XHy(N-(N1k1 +kz» = E E ~x(nZN2-nl )cos(2r.k2(N2 nZ-n l )!N) 
n1=O n2=O 

(4.69) 

In ahnllcher Weise wie belm Algorithmus mit Zeitdezimierung konnen nun die 

Gleichungen (4.68) und (4.69) umgeschrieben werden als 

N2-1 N1-l 

XHy(Nlkt+k2) = L cas(k1n 1 ) ! L [x(n2N2+n 1 ) cos(2nk2n1/N) -
n 1=O n 2 =O 
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und 

N2-1 N1-1 

XHy(N-(Nlkl+k2)) = L cas(k1n 1) ~ L [x(n2N2-n1) cos (2r.k2n 1/N) 
n 1=O n 2 =O 

Die Anzahl der Operationen ist flir beide Algorithmen gleich. Sie betragt flir 

die Radix-2-Versionen 

(3N/2)(log2N-l) + 2 und 

4.3.3 Primfaktor-Algorithmus fur die DHYT 

Ein anderer wichtiger Algorithmus flir die DHYT ist der Primfaktor-Algorith­

mus (PFA). Flir die Primfaktorindexberechnung ist das Chinesische Rest-Theo­

rem (CRT vgl. Abschnitt 3.2) ein wichtiges Werkzeug. Hier betrachten wir den 

PFA der DHYT unter Verwendung des CRT ahnlich wie bei der DFT. 

Dazu schreibt man (4.53) geeignet urn [4.20] 

N-l 
XHy(<k>N) =L x(<n>N)cas(2rr<kn>N/N)· 

n=O 

(4.70) 

Dabei ist N = N1N2 , wobei Nl und N2 teilerfremd sind. Die Bezeichnung <Z>N 

steht dabei flir z mod N. Unter Verwendung des CRT zerlegen man n so, daB 

<n>Nl ' <n>N2 und <n>N 



gilt (vgl. Abschnitt 4.2.3). wobei <n1CZ>N2 

Eine entsprechende Zerlegung gilt fUr k: 

1. 

In (4.70) eingesetzt erhalt man 

NI -1 N2 -1 

XHy(<k>N) = ~ ~ x(<n>N)cas(2n<<klC3N2>N<nlC1Nz>N>N/N)· 
n 1 =0 n 2 =O 

Hinsichtlich des CRT gel ten die folgenden Identitaten 

Wld 

137 

1. 

(4.71) 

(4.72) 

1m Transformationskern konnen deshalb aIle Terme fortgelassen werden. die 

Vielfache von N sind. Aus GleichWlg (4.72) wird dann 

NI -1 N2-1 

XHy(<k>N) = ~ ~ x(<n>N cas(2r.<k2n2C2C4N~ + klnlC1C3N~>N/N)· 
n 1=O n 2=0 (4.73) 

Unter VerwendWlg von (4.57) Wld (4.71) wird (4.73) umgeformt in 

N1-1 N2 -1 

XHy(<k>N) = 1: 1: I X(<n>N) [cos«2r.k,n,C,/N'>N,)cas(2n<k2 n 2 C2/N2>N2/N2) 
n 1=0 n 2 =O 

Mit C1 = C2 = 1 erhalt man schlieBlich die GleichWlgen 
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N1-l 

~ Znl(kZ)Cos(2nk1n1!Nl) + Znl(N2-k2 )sin(2nk1n 1!Nl) 

n1=O 

N -1 
1 

~ Znl(N2-kz)cos(2rrk1n1!Nl) + Znl(kz )sin(2rrk1n 1!Nl) 

n1=O 

N2 -1 

Znl(k2 ) = ~ x(<n 1N2+n2N1>N) cas(2rrk2nziN2)' 
n 2 =O ? 

N2-1 

Znl(N2-k2 ) = ~ x(<n1N2-n2N1>N) cas(2rrk2n z/N2)· 
n =0 

2 

Damit ist die erste Iteration vollstandig. Ahnlich wie bei den beiden zuvor 

beschriebenen Algorithmen werden hieraus die PFA-Modul~ konstruiert und ge­

maB ihrer "in-place"-Eigenscha!t weiter verarbeitet. 

4.3 .4 S pI i t - R a d i x - A I go r i t hmu s f t1 r die DID"T 

1m Abschnitt 4.2.2 haben wir den Spiit-Radix-Algorithmus der FFT diskutiert. 

Nun betrachten wir diesen Algorithmus fUr die DHYT [4.21]. Der Split-Radix­

Algorithmus benotigt die niedrigste Anzahl von Operationen unter allen 

schnellen Hartley-Transformationsalgorithmen. 

Wir erinnern daran. daB der Split-Radix-Algorithms auf Radix-2-Zerlegungen 

fur die geraden Anteile sowie au! Radix-4-Zerlegungen fUr die ungeraden An­

teile beruht. Wenn die diskrete Hartley-Transformation (DHYT) 

N-1 

XHy(k) = ~ x(n)cas(2rrkn/N) 
n=O 

zu berechnen ist. wird diese Gleichung wie !olgt zerlegt: 

(N/2)-1 

XHy (2k) ~ lx(n)+x(n+(N/2»fcas(2nkn/N). 
n=O 



(N/4)-1 
XHy (4k+1) = ~ l[A(n)+A«N/4)-n)]cos(2nn/N) 

n=O 

- [B(n)-B«N/4)-n)sin(2nn/N)]cas(2Tikn/(N/4»!. 

(N/4)-1 
XHy (4k+3) = ~ l[A(n)-A«N/4)-n)]cos(2Ti3n/N) 

n=O 

- [B(n)+B«N/4)-n)sin(2Ti3n/N)]cas(2Tikn/(N/4»!. 

wobei A(n) = x(n) - x(n+(N/2». A(N/4) = B(O) und 

B(n) x(n+(N/4» - x(n+(3N/4». 
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Die o.g. Zerlegung mit Frequenzdezimierung reduziert eine N-Punkte-DHYT zu 

einer (N/2)-Punkte-DHYT auf Kosten von (N-1) reellen Mul tiplikationen und 

(2N-4) reellen Additionen. d.h. 

N-Punkte-DHYT ---> (N/2)-Punkte-DHYT + 2X(N/4)-Punkte-DHYT . 

Bild 4.19 zeigt einen Signal!luBgraph fur die Zerlegung einer 16-Punkte-DHYT 

in eine 8-Punkte-DHYT und zwei 4-Punkte-DHYT auf Kosten von 10 reel len Mul­

tiplikationen und 26 reellen Additionen. Eine N-Punkte-DHYT laflt sich dann 

durch iterative Wiederholung solcher Zerlegungen bis zur letzten Iteration 

erzeugen. 

Bild 4.20 stellt eine vollstandige 8-Punkte-DHYT dar. Die Koeffizienten sind 

wie bei allen anderen schnellen DHYT-Algorithmen mit Frequenzdezimierung in 

Bitumkehrordnung. 

Die Spli t-Radix-Hartley-Transformation besi tzt eine geringere Berechnungs­

komplexitat als die in den Abschnitten 4.3.1 und 4.3.2 beschriebenen DHYT­

Algorithmen. Die Gesamtzahl der Operationen der Split-Radix-DHYT sind 

und 

M (N) = (N-4)rlog Nl 
r 4 

Multiplikationen. 

Der Algorithrnus ist "in-place" realisierbar. 
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X(O)~--~--------t-I 

x(l)~-----+~----------------~ 

x(2)~~--~~------------------~ 

x(3)~~-+~~------------------~ 

x(4)~~~++~----------------~ 

x(5)~+¥~~~-------------------4 

x(6)~~**~~------------------~ 

x(71~**~~~------------------~ 

8 Punkte 

DHYT 

x (8) 

x (9) 

x (10) 

x (11) 

x(12) 

x(D) 

x (14) 

x (15) 

+-"--+-+----+----1---.-_--:=---1 4 Pu n k te 
sin:!!. 

8 DHYT 
-sini 

1t-~---::;-I 4 Pu nk te 
casl!. 

8 
casK 

8 
DHYT 

X (Ol_---------k---------,_----------,"'" X(O) 

x (1) _+-----f--f>.,-----"'*----..,.,,:. 

x ( 2) ~--\-__'f____j'--.". 

.:o..::-------::.,.X(3) 

x(71 

Bild 4.19. Splil-Radix­
Signalfluflgraph der DHYT 
fur N=16. nach [4.21] 

Bild 4.20. Vollslandiger 
Splil-Radix-SFG (N=8) 

der DHYT. nach [4.21] 
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4.3.5 Berechnung der DHYT aus Koeffizienten von Teilfolgen 

In diesem Abschnitt betrachten wir einen schnellen Algorithmus der Hartley­

Transformation. dessen allgemeine Strategie im Abschnitt 3.1.2 erlautert 

wurde. namlich die Berechnung aus den Koeffizienten niedrigerer Ordnung. 

Die rekursive Struktur des schnellen Hartley-Transformationsalgorithmus' er­

mOglicht eine Erzeugung der nachsth6heren Ordnung der DHYT aus zwei identi­

schen DHYT niedrigerer Ordnung [4.22]. Als Beispiel werden wir den Fall N=8 

auf diese Weise diskutieren. 

Die Matrixdarstellung der DHYT lautet: 

k 

" XHy(O) 0 

XHy(l) 

XHy (2) 2 

= N- 1 / 2 cas (2nkn/N) 

x(O) 

x(l) 

x(2) 

x(N-1) 

n = 0.1. .... N-l. 

Zur Vereinfachnung lassen wir den normalisierenden Faktor N- 1 / 2 weg. Wir be­

trachten die FaIle N=2 bis N=8: 

(1) DHYT erster Ordnung (r=1. N=2): 

[ ::::: l [ J [ :::: l d.h. [lIT(1)] [' J. 
Die Matrix [lIT(1)] entspricht (wie bei allen orthogonal en Transformatio­

nen) der Hadamard-Matrix der ersten Ordnung. Den Signalflu13graph fur 

[lIT(1)] zeigt das Bild 4.21(a). 
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xln) Xlk) 

XIO)XXIO) 

x(1) - - - - X(1) 

la) 

xln) 

xlO) 

xlZ) 

x(1) 

x(3) 

Ib) 

Xlk) 

XIO) 

X(1) 

XIZ) 

X(3) Bild 4.21. SignalfluBgraph fur die DHYT. 

a) N=2. b) N=4. nach [4.22] 

(2) DHYT zweiter Ordnung (r=2. N=4): 

XHy(O) 1 x(O) 

XHy(l ) 1 1 -1 -1 x(1) 

XHy (2) -1 1 -1 x(2) 

XHy (3) 1 -1 -1 1 x(3) 

d.h. 1 1 

1 1 -1 -1 

[HY(2) ] 

1 -1 1 -1 

1 -1 -1 

Nach einer Spaltenumordnung in (4.74) 

x(O) 

1 -1 1 -1 x(2) 

1 1 -1 -1 x(1) 

1 -1 -1 1 x(3) 

erhalt man 

Mit 2g(O) = x(O) + x(2). 

2g(2) = x(1) + x(3). 

2g(1) = x(D) - x(2). 

2g(3) = x(1) - x(3) 

(4.74) 
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erhalt man die DHYT-Koe!!izienten XHy unter Verwendung der entsprechend 

modifizierten Matrix [HY(2)]': 

XHy(O) I 1 g(O) 

XHy (l) 1 I 1 g(l) 

[HY(2»), &4 I 
XHy (2) 1-1 g(2) 

XHy (3) 1 I -1 g(3) 

Man beachte. daB die Daten in Bitumkehrfolge angeordnet sind. Den ent­

sprechenden SignalfluBgraph zeigt das Bild 4.21(b). 

(3) DHYT 3. Ordnung (r=3. N=8) : 

XHy(O) x(O) 

XHy (l) fi 0 -1 -fi -1 0 x(l) 

XHy (2) -1 -1 1 -1 -1 x(2) 

XHy (3) 0 -1 fi -1 0 1 - 2 x(3) 

XHy (4) -1 -1 -1 -1 x(4) 

XHy (5) 1 -fi 0 -1 fi -1 0 x(5) 

XHy (6) -1 -1 -1 -1 x(6) 

XHy (7) 0 -1 -fi -1 0 2 x(7) 

Eine Spaltenumordnung !iihrt zu 

XHy(O) 1 I x(O) 

XW {( 1) -1 -1 I fi -fi 0 0 x(4) 

XHy (2) -1 -1 I -1 -1 x(2) 

XHy (3) -1 -1 1 I 0 0 fi - 2 x(6) 

---------+----------

XHy (4) 1 I -1 -1 -1 -1 x(1) 

XHy (5) -1 -1 I-fi fi 0 0 x(5) 

XHy (6) -1 -1 I -1 -1 x(3) 

XHy (7) -1 -1 1 I 0 0 -fi fi xC?) 
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x(O) 

x(!.) 

x(Z) 

x(6) 

x(1) 

x(S) 

x(3) 

x (7) 

1 g(O) 

a ex g(l) 

1 g(2) 

ex -a g(3) 

--------- ---------- (4.75) 

1 -1 g(4) 

1 -a -a g(5) 

-1 g(6) 

-a ex g(7) 

Dabei ist ex = l/vr:rund die &N sind DHYT-Koeffizienten der Ordnung 2. Der 

zugehorige SFG ist im Bild 4.22 dargestellt. 

X(O) x(O) 
910) 

X(O) 

X(1) x(!.) X(1) 

X(Z) x(Z) X(Z) 

X(3) x(6) X(3) 

X(!.) x(1) X(!.) 

X(S) X(S) X(S) 

X(6) x(3) X(6) 

X(7) x(7) X(7) 

(a) (b) 

Bild 4.22. SignalfluBgraph fur die DHYT. N=B. a) SFG entspr. (4.75). b) ver­

einfachter SFG. nach [4.22] 

Aus diesen Beispielen ist ersichtlich. daB die Transformationsmatrix [HY(L)] 

offenbar rekursiv unter Verwendung der Matrix [HY(L-l)] erzeugt werden kann 

[4.22]. Dazu wird eine Umordnung von Zeilen und Spalten vorgenommen. mit der 

die Transformationsmatrix in 4 Quadranten zerlegt wird: 

[HY(L)] [_[~1~L=1~]_:_[~3~L=1~]_l . 

[Q2(L-l)] I [Q4(L-l)] 
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Wenn man die geradzahlig (ungeradzahlig) indizierlen Zeilen in der oberen 

(unleren) HaIIle der Malrix anordnel, folgl aus den Eigenschaflen der Cosi­

nus- und Sinus-Funktion, daB 

Fur die Teilmalrizen [Q3] und [Q4] ergibl die Herleilung [4.22] 

[Q3(L-1)] = [HY'(L-1)][DI(L-1)], 

wobei [HY' (L-1)] die gemaJ3 dem Gray-Code umgeordnele Malrix [HY(L-1)] isl. 

[DI(L-1)] isl gegeben durch 

[DI(L-1)] = [Diag(cos(2~k/N»] + [Diag(sin(2r.k/N»][P]. 

x(n) X(k) 

x(O) X(O) 

x( B) XllI 

x(4) X(2) 

x(12) X(3) 

xl 2) X(4) 

x(10) X(S) 

x( 6} X(6) 

x(14) X(7) 

x (1 ) X(8} 

x( 9 } X(9) 

xIS I X(101 

x(13) X(11} 

xl3 ) X(12) 

x(11 ) X(13) 

x(7) X(141 

x(15) X(15} 

Bild 4.23. SignalfluJ3graph fur die DHYT. N=16. nach [4.22] 
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mit der Permutationsmatrix 

1 

1 

[P] 

1 

Damit folgt fur den DHYT-Algorithmus (mit Zeitdezimierung) 

[
[HY' T (L-l)] 1 [D! (L-l)][HY' T (L-l)]] 

- - - - - -1- - - - - - - - - - -
[HY' T (L-l)] 1 [DI (L-l)][HY' T (L-l)] 

:-] 
u 

(4.76) 

Ais weiteres Beispiel betrachten wir die DHYT fur N=16. Die nach (4.76) ent­

wickelte Matrix [HY(3)] kann (analog zu (4.75» rekursiv dargestellt werden. 

Ihre Umsetzung als SFG ist im Bild 4.23 angegeben. Dabei bedeuten: a = l/yr:f, 

~ = cos(rr/8) und 0 = sin(rr/8). 

4.3.6 DHYT-Berechnung aus Walsh-Koeffizienten 

Im Abschnitt 3.1.3 wurde die Berechnung einer Transformation aus Koeffizien­

ten einer anderen Transformation allge'!lein erUiutert. In diesem Abschni t t 

diskutieren wir die schnelle Berechnung der Hartley-Transformation durch die 

WlIT [4.25]. [4.26]. Das Ver!ahren Hiu!t in einem (NXN)-Datenblock. wobei 

N=2r. Die Walsh-Hadamard-Koeffizienten werden direkt erzeugt und dann zur 

Gewinnung der DHYT-Koeffizienten verwendet. Dies geschieht durch eine Trans­

formationsmatrix [G], die orthonormal ist, und eine blockdiagonale Struktur 

aufweist. 

Zuerst betrachten wir die Herleitung der Matrix [G]. Seien ~HY und ~WH Spal­

tenvektoren. namlich die Koeffizientenvektoren der Hartley- bzw. der Walsh­

Hadamard-Transformierten. Dann gilt fur die Beziehung zwischen ~HY und ~WH 

[G(L)] ~WHk' (4.77) 
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Damit ist [G(L)] = [HY«L»][~(L)]. Dabei ist [HY«L»] die (NXN)-Trans!or­

mationsmatrix der DHYT mit Bitumkehr von L und [~(L)] die (NXN)-Trans!orma­

tionsmatrix der WHT. 

Interessant ist dabei die Tatsache, daB die Matrix [G] orthonormal ist und 

eine blockdiagonale Struktur au!weist. Damit wird z.B. eine Parallelverar­

beitung in VLSI erleichtert. 

Nun betrachten wir den Transformationskern 

cas (2r.nk/N) = a nk cos(2r.nk/N) + sin(2r.nk/N), 

d.h. die Transformationsmatrix [HY(L)] = [ank ]. Wir ordnen nun die Zeilen­

reihenfolge von [HY(L)] durch Bitumkehr urn, und setzen 

[A(L)] [HY'(L)] 

Nun sei n = (n I ••• no) = n 2 r - 1 + 
r- r-l 

mit o :;; n ~ N-l, 

Wenn no= 0, dann erhalten wir eine gerade Zahl n. Somit ist 

b<n>(k+(N/2» = an (k+(N/2» = cas(2r.n(k+N!2)!N) 

= cas«2r.nk/N)+rnn) = cas(2r.nk/N) = a nk= b<n>k. (4.78) 

Wenn andererseits ko= 1, dann ist k eine ungerade ganze Zahl. Damit folgt 

b<n>(k+(N/2» = an (k+(N/2» = cas(2r.n(k+(N!2»/N) 

= - cas(2r.nk/N) = - a nk = - b<n>k. 

cas«2r.nk/N)+rnn) 

(4.79) 

Mit (4.78) und (4.79) konnen wir [A(L)] rekursiv schreiben 

[A(L)] [ 
[A(L-1)] [A(L-l)] 1 

[B(L-1)] -[B(L-1)] (4.80) 
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Gleichung (4.80) zeigt. daB die (NXN)-Matrix [A(L)] in zwei zerlegbare Un­

termatrizen [A(L-1)] und zwei unzerlegbare Untermatrizen [B(L-l)] der Ord­

nung (N/2)x(N/2) aufgeteilt werden kann. Man kann dann [A(L-l)] in 

(N/4)x(N/4)-Untermatrizen [A(L-2)] und [B(L-2)] zerlegen. Dieses iterative 

Verfahren endet. wenn 

[A(2)] 

1 -1 1-1 

1 -1 -1 

1 -1 -1 

FUr die rekursive Entwicklung der Hadamard-Matrix gilt 

[HH(L-l)] -[~(L-l)] 

mit [~(2)] [A(2)]. Aus (4.77) erhalt man 

(4.81) 

[G(L)] 

[A(L-l)] [A(L-l)]]1 [HH(L-1)] [~(L-l)] 
[HY'(L)][~(L)] = Nil 

[B(L-l)] -[B(L-1)] [~(L-l)] -[~(L-l)] 

2[A(L-1)][~(L-l)] [A(L-l)]([~(L-l)]-[~(L-l)]) 

[B(L-l»)([HH(L-1)]-[HH(L-l)]) 2[B(L-1)][HH(L-l)] 

2[A(L-l)][HH(L-l)] 0 

o 2[B(L-1)][~(L-l)] 

Nach log2N Iterationen wird die o.g. Diagonalmatrix erreicht 

[A(2)][~(2)] = 4 

000 

o 1 0 0 

000 

000 



So findet man die folgende allgemeine Struktur der Matrix [G]: 

[G(r)] 

1 000 I 
o 100 I 
o 0 101 

00011 

- - - - -1- - - - -I 
I x y z t I 
I y x t z I 
I z t y x I 
I t z x y I 
1- - - - -1- - - - - - - - - - - - -

labcdefgh 

I bad c f e h g 

I cdbahgef 

Ide a b g h f e 

I -g -h -f -e deb a 

I -h -g -e -f c dab 

I -f -e -g -h bad c 

I -e -[ -h -g abc d 

Als Beispiel betrachten wir den Fall r=3 (N=8): 

[G(3) ] 

10001 

01001 0 

00101 

o 0 0 1 I 
- - - - -1- - - - - - - - - -

I 
I 

o 1(1/4)[B(2)][HH(2)] 

I 

(1/8) [HY' (3)] [HH(3)]. 
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Wei! [A(L)] [ank ] und a nk = cos(Zr.nk/N)+sin(Zr.nk/N) ist. wird 
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a oo a OI a 02 a 03 a 04 a 05 a 06 a 07 

a 40 a 41 a 42 a 43 a 44 a 45 a 46 a 47 

a 20 a 21 a 22 a 23 a 24 a 25 a 26 a 27 

a 60 a 61 a 62 a 63 a 64 a 65 a 66 a 67 

[A(3)) ---------- - - - -- - - - --
a lo all a l2 a l3 a l4 a ls a l6 a l7 

a 50 a SI a S2 a S3 a S4 ass a S6 a S7 

a 30 a 31 a 32 a 33 a 34 a 3S a 36 a 37 

a 70 a 71 a 72 a 73 a 74 a 7S a 76 a 77 

-1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 

fi 0 -1 -fi -1 0 

-fi 0 -1 fi -1 0 

0 -1 fi -1 0 -fi 
0 -1 -fi -1 0 fi 

Aus (4.80) folgt 

fi 0 

-fi 0 

[8(2)) 

0 -1 fi 
0 -1 -fi 

und 

4[8(2)) [~H(2)) 

2 +fi 2 -fi fi -fi 0,854 0,146 0,354 -0,354 

2 -fi 2 +fi -fi fi 0,146 0,854 -0,354 0,354 

fi -fi 2 -fi 2 +fi 0,354 -0,354 0,146 0,854 

-fi fi 2 +fi 2 -fi -0,354 0,354 0,854 0,146 

Es ergibt sich deshalb 



o 0 0 

o 0 0 

o 0 0 

000 

[G(3)] 

0.854 0.146 0.354 -0.354 

0.146 0.854 -0.354 0.354 

0.354 -0.354 0.146 0.854 

-0.354 0.354 0.854 0.146 
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Wenn die (WHT)H-Koeffizienten XwH(k) bekannt sind. lassen sich nun die DHYT­

Koeffizienten gemaB (4.77) mit Hilfe der Konversionsmatrix [G] berechnen. 

4.3.7 Konversion zwischen DFT- und DHYT-Koeffizienten 

Berei ts im vorhergehenden Abschni t t haben wir ein Beispiel dafilr geseh~n. 

wie Koe!fizienten einer Transformation in die entsprechenden einer anderen 

Transformation umgerechnet werden konnen. Nun wollen wir die Konversion von 

Fourier-Koe!fizienten in Hartley-Koeffizienten betrachten. Das ist besonders 

interessant. weil beide Transformationen eng verwandt sind. 

Jede FFT kann durch Veranderung der Indizierung in eine schnelle Hartley­

Transformation konvertiert werden [4.27]. Wie in den vorhergehenden Ab­

schnitten erwahnt wurde. kann man die schnelle DHYT eines reellwertigen N­

Punkte-Datenverktors in der halben Zeit (verglichen mit der FFT) ausfilhren. 

Es bietet sich daher an. die DFT ilber die DHYT zu berechnen. zumal sich die 

Konvertierung problemloser gestal tet als die optimale Nutzung der DFT filr 

reelle Daten. Formal ist die Beziehung zwischen der DFT und der DHYT aus ih­

ren Definitionen ersichtlich: 

N-1 
XHy(k) = ~ x(n) lcos(2~kn/N) + sin(2rrkn/N)(. 

n=O 

N-1 
Xf(k) =~ x(n) lcos(2~/N) - sin(2T.kn/N)(. 

n=O 

Wie aus Abschni tt 2.2 folgt. existieren die folgenden Beziehung zwischen 

Fourier-Transformierten und Hartley-TransIormierten: 
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(4.82) 

1ml (1+j )X f (k)!. 

Dabei wurde die 1denlilal 

exp(-j2;;-lm) [(l+j)cos(2;;-lm)+(1-j)sin(2"lm»)/(l+j) 

benulzl. Hieraus folgl aufgrund der Symmelrieeigenschaflen der Fourier-Ma­

lrix 

XHy Re!X f ! - Im!X f !· 

Ein Vergleich der beiden Transformalionen zeigl. dan die Theoreme der Fou­

rier-Transformalion auf die Harlley-Transformalion libertragen werden konnen. 

wobei das Auftreten der imaginaren Einheil j bei der DFT mil einem Vorzei­

chenwechsel des Arguments (z.E. k -> -k) bei der DHYT korrespondierl. 

Transiormationen liber 2N Punkle werden wir in den folgenden Gleichungen 

durch das Zeichen "-" bezeichnen. Die Summation wird dabei in zwei separate 

Summen mit gerader bzw. ungerader Indizierung zerlegl 

2N-l 

~f(k) L x(m) exp(-j2;;-km/(2N» 
m=O 

N-l N-l 
= L x(2n)exp(-j2;;-lm/N) + exp(-j;;-k/N) L x(2n+l)exp(-j2;;-lm/(2N». 

n=O n=O 

Aus dieser Form ersiehl man. dan die beiden Summalionen die N-Punkte-Fou­

rier-Transformierlen der gerade bzw. der ungerade indizierlen Dalen sind. 

Diese werden als Xig bzw. Xiu bezeichnel 

Mit (4.82) erhalten wir 

~Hy(k) + j~Hy(-k) = XHy,(k) + jXHyg(-k) + exp(-jtik!N)!XHYu(k)+jXHYU(-k)!. 

(4.83) 
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Gleichung (4.83) zeigl. daB ein Nlog 2 N-Algorilhmus sowohl fur die komplexe 

als auch fur reelle diskrele Harlley-Transformalion exislierl. Nun belrach­

ten wir lediglich den Realteil von (4.83) und erhalten 

5{Hy(k) 

Der imagnare Teil beschreibl dieselbe Beziehung jedoch mit "-k" anstatt 

"+k". Die Analogien zwischen Fourier- und Hartley-Transformation machen 

letztere zu einer inleressanten Alternative fur viele Anwendungen. Ein FOR­

TRAN-Programm zur schnellen Berechnung der DHYT ist z.B. in [4.27] angege­

ben. 

4.4 Algorithmen fUr die diskrete Cosinus-Transformation 

Die Algorilhmen fur die diskrele Cosinus-Trans!ormation (DCT) basieren au! 

unlerschiedlichen Anzalzen: Einige Algorilhmen (vgl. die Abschnitle 4.4.1 

bis 4.4.3) nutzten die Verwandtscha!l der DCT mil der DFT oder der DHYT aus 

und verwenden deren Algorithmen. Im allgemeinen ist es aber e!fizienler. die 

DCT direkt zu berechnen (Abschnitle 4.4.4 und 4.4.5). Die Abschnilte 4.4.6 

und 4.4.7 sind speziellen Verfahren. namlich der Berechnung aus Teil!olgen 

und einer modi!izierlen DCT gewidmel. schlieBlich sei auch erwahnt. daB fur 

die DCT auch ein Primiaktor-Algorilhmus exisliert [4.33]. 

Die konvenlionelle Methode zur AusfUhrung einer N-Punkte-DCT benutzt den 2N­

Punkte-DFT-Algorithmus [4.28] und [4.29]. der komplexe Arithmelik liberall in 

der Berechnung verwendel. Dabei gilt 

N-1 

X (0) = J2"L x(n). 
c 

n=O 

N-1 

2"L x(n) cos«2n+1)~/(2N)) k 1.2 ..... N-1. 
n=O 

Der Umweg tiber die DFT und die damit verbundenen komplexen Basis!unklionen 

lassen diesen Weg allerdings nur in Ausnahmelallen als geeignet erscheinen. 

Eine Einsparung von elwa 50% des Rechenaulwandes erzielt man. wenn man die 

Syrnmelrieeigenschaften der DFT geeignet ausnulzl (vgl. Abschnill 4.2.7). 
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4.4.1 DCT-Berechnung mi t tel s 2N-Punk te-DFT 

In diesem Abschnitt wird ein N-Punkte-DCT-Algori thmus diskutiert. der von 

der 2N-Punkte-DFT abgeleitet ist. Obwohl dem Fall N=2 r ein besonderes Inter­

esse gilt. sei erwahnt. daB dieser DCT-Algorithmus !ur beliebiges N verall­

gemeinert werden kann. wobei N ungerade oder gerade sein kann [4.28]. AuBer­

dem besteht die Moglichkeit der Erweiterung der Dimension zum m-dimensiona­

len Fall. 

Die Cosinus-Transformierte einer diskreten zei tlichen Folge x(n) ist ent­

sprechend ihrer Definition der reelle Teil ihrer Fourier-Trans!ormierten 

Xr(k). Der reelle Teil von Xr(k) ist gleich der Fourier-Transformierten des 

geraden Teils von x(n). der durch x (n) = [x(n)+x(-n)]/2 de!iniert ist. Des-
K 

halb ist die Cosinus-Trans!ormierte von x(n) gleich der Fourier-Trans!or-

mierten von x (n). Wenn x(n) kausal ist. d.h. x(n)=O fur n<O. spezifiziert 
g 

die Cosinus-Transformierte von Xg (n) die Folge x(n) eindeutig. In diesem 

Fall kann x (n) als eine gerade Erweiterung von x(n) angesehen werden. Des­
g 

halb laBt sich die Cosinus-Transformierle einer kausalen Folge x(n) aus der 

Fourier-Transformierlen einer geraden Erweilerung von x(n) gewinnen. 

Bild 4.24(a) zeigt ein kausales Signal x(n) und Bild 4.24(b) eine Erweile­

rung von x(n): 

x(n) + x(-n) 

Eine andere m6gliche gerade Erweiterung von x(n) wird durch Bild 4.24(c) il­

lustriert. wobei y 2 (n) = x(n) + x(-n-l). y1(n) ist gerade bezogen auf den 

Punkt n=O. wahrend y 2 (n) gerade zum Punkt n=-O.5 isl. Die Fourier-Transfor­

mierte von Y1 isl reell. wahrend die Fourier-Transformierte von y 2 (n) einen 

der Verschiebung enlsprechenden linearen Phasenanteil enlhalt. Die au! y1(n) 

oder y 2 (n) basierenden Cosinus-Transformationen konnen entsprechend de!i­

niert werden. Dabei kann eindeutig enlschieden werden. aus welchem x(n) sie 

enlstanden. 

In diesem Beispiel haben wir angenommen. daB die Fourier-Transformierte !ur 

aIle Frequenzen berechnet wird. In Wirklichkei t berechnel man die DFT fur 

eine endliche Anzahl von Frequenzen gleichen Abslands. Wenn man versuchl. 
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Bild 4.24. a) Kausales Signal x(n), 

b) Eine gerade Erweiterung von x(n), 

Yl(n) symmetrisch zu n=O, 

c) Eine andere gerade Erweiterung 

von x(n), Y2(n) symmetrisch zu 

n = -0,5, nach [4.28J 

eine gerade Erweiterung eines Signals zu formulieren, wobei die erweiterten 

Signale periodisch sein mllssen, hat man eine zusatzliche Wahl in der Defini­

tion der Erweiterungen. 

Ais Beispiel mit N=4 sei x(n) (0 ~ n ~ 3) eine durch die vier von Null ver­

schiedenen Abtastungen der im Bild 4.24(a) gegebene Sequenz. Bild 4.25 zeigt 

vier verschiedene gerade Erwei terungen von x(n). Y 1 (n) ist eine gerade 

(2N-2)-Erweiterung. wahrend Y 2 (n) und Y 3 (n) zwei unterschiedliche gerade 

(2N-l)-Erweiterungen sind. y.(n) ist eine gerade (2N)-Erweiterung. Jede der 

vier Erweiterungsdefinitionen konnte die Basis fur eine OCT-Definition bil­

den. Die ublichste Form der OCT ist die aus der geraden 2N-Erweiterung y.(n) 

abgeleitete Form sowie die im folgenden diskutierte Form. 

Die OCT von x(n) ist aus der DFT der geraden 2N-Erweiterung des Signals x(n) 

herzuleiten. Sei yen) eine gerade 2N-Erweiterung von x(n) und wie folgt de­

finiert 
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1"'0 1 

! I I I I I ! 1 I _ II! 1 I I I I ! -n 
0 N-l 2N-2 

(a) 

rOI 

! 1 I I II! ! I I _ II! ! I I I II! • n 
0 N-l 2N-l 

(b) 

! I I I I I I ! I I I IYil~1 ! I I I I I I ! 
n 

0 N-l 2N-l 

(c) 

1"'0 1 

! I I I I I I ! ! 1 I I _ II! ! 1 I I I II! n o N-l 2N 

(d) 

Bild 4.25. Vier verschiedene periodische gerade Erweiterungen von nicht ver­

schwindenden Abtastungen x(n). nach [4.28] 

1 
x(n) 

yen) = 
x(2N-n-l) 

o ;;;; n ;;;; N-l 

(4.84) 

N ;;;; n ;;;; 2N-l. 

dann ist y(2N-n-l) = y(n). (4.85) 



o 
(a) 

y(n) 

o 
(b) 

Bild 4.26. a) Ursprlingliches Signal x(n). 

o ~ n ~ N-1. b) Eine gerade 2N-Punkte­

Erweiterung von x(n). yen). nach [4.28] 
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Das Bild 4.26(a) zeigt ein Beispiel eines Signals x(n) und Bild 4.26(b) die 

entsprechende gerade Erweiterung von x(n) wie in (4.84) definiert. Wegen der 

"-1" auf der linken Seite von (4.85) ist yen) nicht gerade zu N und wird 

deshalb keine reel Ie DFT haben. 

Die DFT von yen) ist gegeben durch 

2~-1 

L: yen) 
n=O 

wnk 
2N' 

Substitution von (4.84) in (4.86) fUhrt zu 

N-1 2N-1 

Y/(k) = L: x(n) W~~ + L: x(2N-n-1) W~~. 
n=O n=N 

(4.86) 

Nach Substitution der Surrrnationsvariablen auf der rechten Sei te und unter 

Beachtung von W:~N=l fur ganze Zahlen n sowie Ausklammern von W~~k/2). er­

halt man 

N-1 
Y/(k) = W(-k/2)" x(n) (w(nk+(k/2»+ w-(nk-(k/2»). 

2N '-' 2N 2N (4.87) 

n=O 

Die Darstellung in (4.87) kann auf zwei verschiedene Weisen geschrieben wer­

den. namlich 

N-1 
Y/(k) = W;~k/2)2 L: x(n) cos((2n+l)krr/(2N)). (4.88) 

n=O 
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oder 

N-1 
Yf(k) = w(-k/2)2·Relw(k/2) ~ x(n) wnkl. 2N 2N L.J 2N o ~ k ~ 2N-1 

n=O 

Aus der Definition der DCT von x(n) 

N-1 

2 L x(n) cos«2n+1)kT./(2N)). o ~ k ~ N-1 
n=O 

und (4.88) ergibt sich 

W(k/2)y (k) oder YI(k) 2N f 
w- ( k / 2 ) X (k). 

2N c 

Mit (4.89) und (4.91) folgt dann 

N-1 
2·RejW(k/2) ~ x(n) Wnkl . 2N L.J 2N S 

n=O 

(4.89) 

(4.90) 

(4.91) 

(4.92) 

Die Gleichungen (4.91) speziiizieren die Beziehung zwischen der DCT einer 

Sequenz und der DFT der 2N-Erwei terung dieser Sequenz. Xc (k) ist reel!. 

wahrend Yf(k) komplex ist. Die DCT von x(n) laBt sich durch Berechnung der 

2N-Punkte-DFT von yen) gemaB (4.86) und Multiplikation des Ergebnisses mit 

Wk/ 2 ermitteln. 2N 

Aus (4.92) sieht man. daB sich die DCT auch berechnen laBt. indem die 2N­

Punkte-DFT der ursprlinglichen Sequenz x(n) mit dazugefugten N Nullen berech­

net wird. die Ergebnisse mit W~~2 multipliziert werden und hiervon der ver­

doppelte Realteil genommen wird. 

Nun betrachte man die inverse DCT (IDCT). abgeleitet aus der inversen DFT 

(IDFT). Die IDFT von Yf(k) ist gegeben durch 

yen) 
N-1 

(2N)-1 L Y!(k) W;~n. 
n=O 

Weil yen) reell ist. ist Y!(k) hermitisch symmetrisch. d.h. 

AuBerdem gilt nach (4.91): Y! (N) O. 

(4.93) 

(4.94) 
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Unter Verwendung von (4.93). (4.94) und (4.84) ergibt sich 

2N-1 
yen) = N- 1 RelYf(0)/2 + E Xc(k) cos«2n+1)krr/(2~))~ 

k=0 

o ~ n ~ 2N-l. (4.95) 

Durch Einsetzen von (4.91) in (4.95) und nach Anwendung von (4.84) erhalt 

man fur die IDCT 

N-1 
x(n) = N-1l X (0)/2 + Ex (k) cos{(2n+l)krr/(2N))!. 

c c 
o ~ n ~ N-1. 

k=1 

Die Gleichungen (4.90) und (4.95) bilden ein DCT-Paar. d.h. 

N-1 
2 E x{n) cos«2n+1)kr./(2N)). o ~ k ~ N-1. 

n=O 

N-1 
x(n) N- 1 lx (0)/2 + Ex {k)cos{ (2n+1 )krr/{2N) n. 

c c 
o ~ n ~ N-1. 

k=0 

Sei Xc(k) gegeben. so wird x{n) zuerst durch Berechnung von Yf(k) unter Ver­

wendung von (4.91) und dann durch Anwendung der durch (4.95) gegebenen korn­

plexen 2N-Punkte-IDFT erhalten. was zu yen) und folglich x(n) fiihrt. 

4.4.2 OCT-Berechnung mi t tel s N-Punk te -DFT 

Vom Algorithmus aus Abschnitt 4.4.1 ausgehend zeigt sich. daB sich die N­

Punkte-DCT auch aus einer N-Punkte-DFT einer reellen Sequenz statt aus einer 

2N-Punkte-DFT gewinnen laBt. was zu einer Ersparnis von ca. 50~ des Rechen­

aufwands fiihrt. Dieser Algorithmus wird deshalb auch als "Fast Cosine Trans­

form" (FCT) bezeichnet [4.28]. 

Sei v{n) 

u(n) 

y{2n) ( 

y(2n+1) ~ 
o ~ n ~ N-l. (4.96) 

wobei v{n) und u{n) die Mengen aller gerade bzw. ungerade indizierten Punkte 

in yen) sind. Bild 4.26(b) zeigt. wie diese Teilung im obigen Beispiel vor­

genommen wird. v{n) und u(n) enthalten jeweils aIle urspriinglichen Abtastun-
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gen von x(n). d.h. u(n) ist ein!ach die Umkehrsequenz von yen). Mit dieser 

Tatsache !olgt aus (4.85) und (4.89) 

u(n) = v (N-n-l ) . o ~ n ~ N-l. (4.97) 

Indem man (4.96) in (4.86) einsetzt. erhalt man 

N-1 N-1 
Yr(k) = ~ v(n)W~~k + ~ u(n)W~~n+l)k. (4.98) 

n=O n=O 

Nun substituiert man (4.97) in (4.98) und ordnet die Terme unter Beachtung 

von W~~k = W~k urn. Dann wendet man (4.91) an und erhalt 

N-1 

2 Re!w~N ~ yen) W~k! o ~ k ~ N-1. (4.99) 
n=O 

Der Unterschied zwischen (4.99) und (4.92) liegt in der Verwendung von WN 

statt W2N in der Summation sowie in der Verwendung von yen) statt x(n). Es 

bestatigt sich also. daB man die DCT aus einer N-Punkte-DFT statt 2N-Punkte­

DFT berechnen kann. Gleichung (4.99) laRt sich urnschreiben als 

N-1 
2 ~ yen) cos«4n+1)krr/(2N». o ~ k ~ N-l. (4.100) 

n=O 

was eine alternative De!inition der DCT (ausgedrlickt durch die umgeordnete 

Sequenz yen»~ ergibt (vgl. (4.100) mit (4.90». 

Die Sequenz yen) kann direkl durch x(n) dargestellt werden: 

yen) 1 
x{2n). 

x(2N-2n-1) . 

(4.101) 

Deshalb wird yen) dadurch gewonnen. daB die gerade indizierten Punkle in 

x{n) in der ursprlinglichen Ordnung und anschlieBend die ungerade indizierten 

Punkte in umgekehrter Reihenfolge benutzt werden. 

Man beachte. daB (4.101) auf beliebige Werte von N (gerade oder ungerade) 

angewandt werden kann. Die Spezifikation der FeT ist damit vollstandig. Weil 

yen) reel! ist. kann ihre N-Punkte-DFT aus der {N/2)-DFT einer komplexen 

Sequenz berechnet werden (vgl. Abschnitt 4.2.7). 
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Nun wird die inverse FCT (IFCT) diskutiert. Dabei wird zunachst v(n) aus der 

DCT berechnet. Dann wird (4.101) zur Erzeugung von x(n) angewandt. Nach der 

Substitution v(n) = y(2n) in (4.95) hat man 

v(n) 
N-l 

Wl RelYf(0)/2 +L:Yf(k)W~nk!. 
k=l 

o ;';: n ;';: N-l. (4.102 ) 

Gleichung (4.102) deutet darauf hin. daB v(n) unter Verwendung einer N-IDFT 

statt einer durch (4.95) beschriebenen 2N-IDFT berechnet werden kann. 

Die Anzahl der Operationen ist jedoch immer noch etwa zweimal so groB wie 

bei der Vorwarts-FCT. Die IFCT kann jedoch mit der gleichen Anzahl von Ope­

rationen wie die Vorwarts-FCT berechnet werden. Die Methode hierzu ist. aus 

Xc(k) zunachst V/(k) zu ermitteln und dann die IDFT von V/(k) zu berechnen. 

urn v(n) zu erzeugen: 

Gleichung (4.99) laBt sich urnschreiben als 

(4.103) 

V/(k) sei die DFT von v(n). Urn Vf(k) aus Xc(k) in (4.103) zu berechnen. mUs­

sen wir auch den imaginaren Teil des Klammerausdrucks beachten. Wenn der 

imaginare Tei! und der reelle Tei! von Xc(k) mit Cr(k) bzw. mit Ci(k) und 

die gesamte komplexe Zahl mit Cc(k) bezeichnel wird. wobei 

dann ergibt sich 

V (k) = (1/2)W- k C (k). 
f 4N c 

2 Wk V (k). 
4N f 

(4.104) 

Zuerst wird C1(k) bestimmt. Weil V/(k) hermitisch symmetrisch ist. d.h. 

(4.105 ) 

erhalt man unter Verwendung von (4.104) 

C (N-k) = -jC*(k) = -lc (k) + jC (k)!. 
eel r 

(4.106) 
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Aus (4.104) und (4.106) ermJttelt man 

Cc(k) = Cr(k) - jC (N-k) = 2Wk V (k) 
r 4N f 

(4.107) 

und mit (4.107) ergibt sich 

V f (k) (1/2)W- k lc (k) - jCr(N-kH. 
4N r 

o ~ k ~ N-1. (4.108 ) 

Vf(k) ist aus (4.108) fur 0 ~ k ~ N/2 unter Verwendung von (4.105) fur k > 

N/2. zu berechnen. Zur Berechnung von Vf(O) braucht man den Wert von Xc(N). 

der jedoch nach (4.100) und (4.94) gleich null ist. d.h. Cr(N) = o. 

Nach Berechnung von Vf(k) wird v(n) durch inverse DFT gewonnen 

N-l 
v(n) N- 1 "V (k)W- nk . 

f..., f N 
(4.109) 

k=0 

Es scheint also. daB in (4.109) wieder eine komplexe N-1DFT benotigt wird. 

1m Abschnitt 4.2.7 wurde jedoch gezeigt. wie die 1DFT einer hermitisch sym­

metrischen Sequenz unter Verwendung einer komplexen (N/2)-Punkte-1DFT be­

rechnet werden kann. Zur Veranschaulichung fassen wir hier das Verfahren fur 

die Berechnung der FCT und der 1FCT zusammen. 

FCT-Algorithrnus: 

Sei x(n) eine reelle Sequenz. 0 ~ n ~ N-1 gegeben. 

(1) Bilden der Sequenz v(n) aus (4.101). 

(2) Berechnen von Vt(k). 0 ~ k ~ N-1. (DFT von v(n». 

(3) Multiplizieren von Vt(k) mit exp(-jnk/(2N». Aus (4.107) sieht man. daB 

der reelle Teil Cr(k) ist und der negative lmaginarteil Cr(N-k) ist. 

Deshalb liegen die Werte von k im Bereich 0 ~ k ~ rN/21. 

1FCT-Algorithrnus: 

o gegeben. 
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(1) Berechnen von Vf(k) aus (4.108). 

(2) Berechnen der IDFT von Vf(k) <-> v(n). 

(3) Ermittlung von x(n) aus v(n) unter Verwendung von (4.101). 

Diese FCT- und IFCT-Algorithmen lassen sich sehr leicht implementieren. 

AuBerdem isl das Verfahren durchaus allgemein und kann fur beliebige Werle N 

benutzl werden. Wie wir gesehen haben. konnen die N-Punkte-DFT von v(n) und 

die N-Punkte-IDFT von Vf(k) jeweils aus der (N/2)-Punkte-DFT und der (N/2)­

Punkte-IDFT der komplexen Sequenzen berechnet werden. FUr groBe Werte von N 

wird man naturlich die FFT vorteilhaft benutzen. In diesem Fall ist die Ge­

samtzahl der Operalionen fur die FCT bzw. die IFCT von der Ordnung NlogzN. 

wenn man die Tatsache der reellen Sequenz ausnulzl. 

Zur Berechnung von Xc(k) aus (4.107) bestimmt man zuerst die N-Punkte-DFT 

von v(n). Deshalb braucht man eine Tabelle von Sinus oder Cosinus. wobei der 

Einheitskreis in N gieiche Segmente geleilt wird. Man benotigt auBerdem eine 

nachtragliche Muitiplikalion mit W~N' wobei der Einheitskreis in 4N gleiche 

Segmente geteill wird. Weil k im Bereich 0 ~ k ~ N-1 isl. liegen die N Werle 

von Sinus und Cosinus aIle im ersten Quadranten. Daraus folgl die Tatsache. 

daB die DCT einer N-Sequenz eine Exponentiaifunklions-Tabelle benotigt. die 

4-mal so groB isl. wie fur eine N-Punkte DFT. 

Wir konnen auch anders berucksichtigen. daB die Datensequenz x(n) in zwei 

Teile (gerade und ungerade indizierte) aufgeteilt wird [4.32]. Aus 

N-1 
2c(k) E x(n)cos«2n+1)krr/(2N». 

n=O 

c(k) 

1/../2 fur 

L 
k=0. und 

fur k = 1.2 ..... N-1 

folgl mit 

yen) x(2n). ~ 

y(N-I-n) x(2n+l) ~ 
n = 0.1. .... (N/2)-1. 

k 0.1 •...• N-l 

(4.110) 
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der Ausdruck 

(N/2)-1 (N/2)-1 
2c(k) I y(n)cos«4n+1)krr/(2N» + I y(N-1-n)cos«4n+3)krr/(2N». 

n=O n=O 

Mit der Substi tution n '= N-1-n in der zweiten Sunme, kann man die beiden 

Sunmen kombinieren und erhalt 

N-1 
2c(k) I y(n)cos«4n+1)krr/(2N». 

n=O 

Nun kann man schreiben Xe(k) = ReITf(k)!, wobei 

N-1 
exp( jkrr/(2N» I y(n)exp( j2knr./N). 

n=O 
(4.111) 

Wird die IDFT von yen) mit Yj(k) bezeichnet. k = 0.1 ..... N-1. kann (4.111) 

folgendermaJ3en umgeschrieben werden: Tf(k) = exp(jrr/(2N»Y j (k). Wegen der 

Symmetrie gilt auJ3erdem Tf(N-k) = jTf(k)'. Aufgrund dieser Eigenschaft kann 

die Sequenz Xe(k) durch Berechnung von Tf(k) dargestellt werden. Durch Tren­

nung von Real- und lmaginarteil erhalt man 

Xe(k) = RelTf(k)! ~ 

Xe(N-k) = ImITf(k)!j 

k 0.1, ... , (N/2). 

Die Anzahl der komplexen Multiplikationen, die zur Auswertung von Yj(k) (N­

Punkte-IDFT der reellen Sequenz yen»~ benotigt wird. ergibt sich bei Verwen­

dung des Radix-2-FFT-Algorithmus' zu Me = 1 (N/2)log2N-(3N/2)+2!/2. Dabei ist 

angenommen. daJ3 zwei reelle Transformationen durch eine komplexe N-Punkte­

FFT ausgewertet werden. AuJ3erdem benotigt man (N/2)-1 komplexe Multiplika­

tionen zur Auswertung von T f (k) aus Yj (k). Dies flihrt zu einer Gesamtzahl 

von (Nlog2N-N+2)/4 komplexen Multiplikationen fur die Berechnung der N-Punk­

te-DCT. Das ist ungefabr halb so viel wie bei der 2N-Punkte-FFT-Methode 

[4.28]. Wenn man vier reelle Multiplikationen zum komplexen Multiplizieren 

benotigt, erfordert dieser Algorithmus Nlog 2N-N+2 reelle Multiplikationen. 

Die inverse DCT kann in ahnlicher Weise berechnet werden. Sie ist als 

N-1 
x(n) = N-! I c(k)X (k) cos«2n+1)k77/(2N». 

e 
n 0.1 ..... N-1 

n=O 
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definiert. wobei c(k) in (4.110) gegeben wurde. 

FUr gerade indizierten Datenpunkte erhalt man 

N-l 

x(2n) Rel L [c(k)X (k)exp(jkr./(2N»]exp(2jkn,,/N)!. 
c 

n 0.1 ..... (N/2)-1. 
k=0 

Urn die ungerade indizierten Datenpunkte zu erzeugen. setzt man 

x(2n+1) x(2(N-l-n». 

Daher kann die Datensequenz x(n) durch die Berechnung des reellen Teils der 

IDFT der Sequenz c(k)Xc (k)exp(jkr./(2N» bestirnmt werden. Die Anzahl der er­

forderlichen Operationen fur die IDCT ist die gleiche wie fur die Vorwarts-

DCT. 

4.4.3 OCT-Berechnung aus DHYT-Koeffizienten 

Die diskrete Hartley-Transformation (DHYT) ist eine interessante Alternative 

zur diskreten Fourier-Transformation. Da die DHYT wegen ihrer reellen Basis­

funktionen nur reelle Operationen verlangt. liegt es nahe. sie zur Berech­

nung der (reellen) DCT heranzuziehen. In diesem Abschnitt wird eine Methode 

fur die Berechnung der DCT dargestellt. bei der eine DHYT eines permutierten 

Datensatzes zuerst berechnet wird. woraus sich die DCT durch Koordinaten-Ro-

tation ergibt [4.31]. 

Wir betrachten die Beziehung zwischen der DCT und der DHYT einer Datense­

quenz x(n). Wie angegeben. lautet die DCT der Folge x(n) 

N-l 
Xc(k) = ~ x(n)cos«2n+1)k<./(2N». (4.112) 

n=D 

Zur Vereinfachung wird in (4.112) der normalisierende Faktor 1/~ fur Xc(D) 

nicht mehr in Betracht gezogen. Sodann wird eine neue Sequenz yen) definiert 

yen) 

) x(2n) 

( x(2N-2n-l) 

fur n 0.1 ..... (N/2)-1 

(4.113) 

fur n (N/2) ..... N-l. 
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Die DHYT einer Folge x(n) wurde im Abschnitt 2.2 definiert. Damit ist die 

DHYT der Folge yen) 

N-1 

YHy(k) = L y(n)cas(2nkrr/N). (4.114) 
n=O 

Aus (4.113) und (4.114). erhalt man 

YHy(k) = L x(n)cas(knrr/N) + L x(n)cas(-(n+1)krr/N). 
n:gerade n:ungerade 

Unter Verwendung der Beziehung cas(a)cas(~) cos(a-~)+sin(a+~) folgt hier-

aus 

In Matrixform dargestellt hat man 

cas (-rrk/(2N» 

( 1/2) 

cas(rr(N-k)/(2N» 

cas (rrk/(2N) ) ] 

cas(-rr(N-k)/(2N» 

].(4.1151 

Die (2X2)-Matrix in (4.115). ist offensichtlich orthogonal. wodurch gute nu­

merische Eigenschaften sichergestellt sind. Nach Berechnung von YHy(k) durch 

einen schnellen DHYT-Algori thmus kann man (4.115) fur die Berechnung der 

DCT-Koeffizienten mit den Indizes k = 1.2 ..... (N/2)-1 benutzen. Die restli­

chen Koeffizienten sind gegeben durch 

und Xc (N/2) 

Der Aigorithmus fur die DCT der Lange N benotigt die Berechnung einer DHYT 

gleicher Lange. (N/2)-1 Transformationen mit der (2X2)-Matrix in (4.115) und 

eine Multiplikation zur Erzeugung von Xc (N/2). Weil die Multiplikation eines 

Vektors mit der (2X2)-Matrix durch drei Multiplikationen und drei Additionen 

durchgefiihrt werden kann. ergibt sich fur die Anzahl der benotigten Additio­

nen (A) und Multiplikationen (M) fur N>4: 

A(DCT) = A(DHYT) + 3N/2 - 3. und M(DCT) = M(DHYT) + 3N/2 - 2. 

In [4.31] wird die Berechnungskomplexitat dieser Methode mit anderer DCT-Al-



167 

gorithmen verglichen. Es zeigt sieh. daB das Verfahren der Bereehnung der 

DCT aus der DHYT etwa die gleiehe Komplexitat wie andere effektive OCT-AIgo­

rithmen besitzt. 

4.4.4 OCT-Algorithmus mit Matrixfaktorisierung 

In diesem Absehnitt wird ein anderer OCT-Algorithrnus diskutiert [2.8]. der 

auf Matrixfaktorisierung beruht und nur reelle Operationen fur die Bereeh­

nung der DCT einer Folge von N Punkten benotigt. Dieser Algorithrnus kann fur 

jeden beliebigen Wert N=2 r (r>2) benutzt werden. Er stellt nieht unbedingt 

die effizienteste Form der DCT dar. erlaubt aber methodisehe Erweiterungen. 

Die DeT lant sieh in Matrixform als Xc = [eeL)] ~ sehreiben. wobei ~ ein 

Datenvektor der Ordnung N und Xc der Koe!fizientenvektor ist (N=2r). Damit 

gilt fur das allgemeine Element der OCT-Matrix [eeL)] 

[e(k)eos«2n+1)~/(2N))]. 

n.k 0.1 ..... N-l. N und 

[eeL)] kann rekursiv zerlegt werden 

[eeL)] [ 

[e(L-l)] I 

[peL)] - - - ~ - - -:-

L 1.2 ..... r. 

~ - - -J[B(L))' 

[R(L-1)] 

(4.116) 

wobei [R(L-1)) [e(k)eos«2n+1)(2k+1)T./(2N))]. n.k = 0.1 ..... (N/2)-1 

und 

[I (L-1 )) [1(L-1)] 1 

-[I(L-1)] 

[B( L)] 

[1(L-1) ] 

-[I(L-1)] 

[B(L)] 

[1(L-1) ] 

[1(L-1)] 1 

[I(L-1)] 

(4.117) 

sind. [I(L)] ist die Identitatsrnatrix der Ordnung L. [1(L)) ist gegenuber 

der Identitatsmatrix [I(L)] gespiegelt 
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[T(L) ] 

00000 

000 

o ... 0 

o 1 0 

1 0 0 

o o 

o ... 0 

000 

000 

[P(L)] ist eine Permutations,matrix. die den Vektor Kc (k) aus einer bitver­

tauschten in eine naturliche Ordnung permutiert. Die DCT-Matrix [C(L)] kann 

rekursiv aus [C(l)] sowie durch Zerlegung von [R(L-l)] verallgemeinert wer­

den. Dabei ist 

[C(l)] ( 1/,,/2) -1 1 
-1 

und [R(L-l)] 

Die Matrizen [Mi ]. 1 ~ i ~ 2r-3 sind von regelmaBiger diagonaler Struktur. 

FUr ihre Herleitung wird auf die Originalliteratur verwiesen [2.8]. Nachfol­

gend wird ihr Aufbau dargestellt. Dabei werden neben (4.117) die folgenden 

Abktirzungen verwendet 

[S(k)(i)] 

[C(k)(i)] 

(sin(k:./i»[I N/(2i)]· 

(cos(kr./i»[IN/(2i»)· 

[SI(k)(i)] 

[CI(k)(i») 

(sin(kr./i»[TN/(2i») 

(cos(kr./i»[TN/(21»)· 

Man kann vier verschiedene Typen unterscheiden: gerade und ungerade indi­

zierte Matrizen sowie die erste (linke) und die letzte (rechte) Matrix. Die 

gerade indizierten Matrizen [M ]. p=2.4 .... sind binare Diagonalmatrizen. 
p 

die aus den Untermatrizen [8z ] aufbaut sind. wobei Z=2 P . 

Die ungerade indizierten Matrizen [M ). q=3.5 .... bestehen aus Untermatrizen 
q 

wie aus den nachfolgenden Beispielen zu ersehen ist: 



[S(al)(2N)] [CI(al)(2N)] 

[S(a2)(2N)] [CI(a2)(2N)] 

[S(aN/4)(2N)] [CI(aN/4)(2N)] 

[S(a)(2N)] 

-[S( a) (2N)] [C(aN/2-1) (2N)] 

-[S( aN/2) (2N)] [C( aN/2) (2N)] 

o 

-[C(bl)(N/2)] 

-[S(bl)(N/2)] 

o 

[SI(bl)(N/2)] 

-[CI (b 1) (N/2)] 

o 

-[SI(bN/8)(N/2)] -[C(bN/8)(N/2)] 

-[SI(bN/8)(N/2}] [S(bN/8)(N/2}] 

[I(!}] 

-[C(cl)(N/4)] [S1 (c I )(N/4)] 

-[CI(cl)(N/4)] -eSC cl) (N/4)] 

[1(1)] o 

o [I(l}] 

-[SI(cN/16)(N/4}] -[C(cN/16}(N/4}] 

o 

o 

-[CI(cN/16)(N/4)] 

o 
[S(cN/16)(N/4)] 

[l(1)] 

169 
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[I(r-4)] 

-[C(I)(8)] 

-[S(I)(8)] 

[I(r-4)] 

o 
-[SI(3) (8)] 

-[CI(3)(8)] 

[SI(I)(8)] 

-[ CI ( 1 ) (8) ] 

o 

[I (r-4)] 

-[C(3)(8)] 

[S(3)(8)] 

o 

o [I (r-4) ] 

[I (r-3)] 0 

-[C(I)(4)] [CI(I)(4)] 

[CI ( 1 ) (4) ] [C(!}(4)] 

o [I (r-3)] 

Wir betrachten nun ein spezielles Beispiel fur r=4 (N=16) 

Dabei sind die Faktoren: 

sin(77/32) 

sin(977/32) 

sin(577/32) 

sine 1377/32) 

-sin(31T/32) 

-sine 111./32) 

-sin(777/32) 

-sin(1577/32) 

cos(77/32) 

cos (9/;"/32) 

cos (577/32) 

cos(1377/32) 

cos (3/;"/32) 

cos( 11/;"/32) 

cos (7/;"/32) 

cos(15r./32) 
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-1 

-1 

[M2 (3)] 
-1 

-1 

0 

-cos (r./8) sin(r./8) 

-sin(r./8) -cos (r./8) 

0 

[M3 (3)] 

0 1 

-sin(3r./8) cos (3r./8) 

-sin(3r./8) cos (3rr/8) 

0 1 

-1 

-1 

-1 

-1 

und 
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0 

1 0 

-cos (;;/4) cos (;;/4) 

-cos (;;/4) cos (;;/4) 

[R5 (3)] 

cos (;;/4) cos (;;/4) 

cos (;;/4) cos (;;/4) 

0 

0 

Unter Beachtung von (4.116) liiJ3t sich nun der SFG konstruieren. 1m Bild 4.27 

ist dieser fur den Fall N=16 dargestellt. 

x (6) ~~-If.H-.jJ­

x(7)~~~~.i#-

x(9) 

x(10) 

x (11) 

x(12) 

x(13) 

Bild 4.27. SignalfluJ3graph zur e!!izienten Berechnung der OCT fur N=4. 8 und 

16. (Zur Bezeichnungsvereinfachung sind die Mul tiplikatoren mit C19 und S19 

statt cos(19) und sin(19) abgekUrzt. nach [2.8]) 
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Zu diesem DCT-Algorithrnus und seinen SFG sind noch folgende Anmerkungen von 

Interesse: 

a) Der Signalfluf3graph fur den Fall N=2r enthal t automatisch die Signal­

fluf3graphen fur N=2 r - 1 . N=2 r - 2 , ... , N=22. 

b) Die DCT-Koeffizienten erscheinen in Bi tumkehrorOOung, wahrend die OIr 

jektdaten in naturlicher OrOOung sind. 

c) FUr jedes N werden die gerade indizierten Koeffizienten direkt aus den 

Koeffizienten der (N/2)-Punkte-DCT durch Verdoppelung der Indexziffern 

erhalten. 

d) Zur Erweiterung des SFG auf den nachsthoheren Wert von r ist links eine 

Spalte von binaren Schmetterlingen hinzuzufugen. Die ungerade indizier­

ten Koef fizienten werden durch Spal ten von abwechselnd Cosinus/Sinus­

Schmetterlingen und binaren Schmetterlingen erzeugt (vgl. Bild 4.27). 

e) Die DCT-Koeffizienten gema/3 BUd 4.27 sind mit dem Multiplikator N/2 zu 

normalisieren. 

f) Da [C(L)] eine orthogonale Matrix ist, ergibt sich die inverse DCT ein­

fach als [C(L)]-1 = [C(L)]T. 

g) Dieser Algorithrnus fur die N-Punkte-FCT benotigt 

(3N/2)((log2N)-1) + 2 reelle Additionen 

und 

N(log2N) - (3N/2) + 4 reelle Multiplikationen. 

Das sind unge!ahr 1/6 der Operationen die zur DCT-Berechnung durch eine 

2N-Punkte-FFT [4.28] erforderlich sind (vgl. Abschnitt 4.4.1). Bei Yip 

und Rao findet man ein Rechenverfahren ahnlicher Art fur die DST [4.32] 

(vgl. Abschnitt 4.5.1). 
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4.4.5 Algorithmus zur direkten DCT-Berechnung 

Ein anderer Algorithmus. der direkt von der DCT-Definition ausgeht und des­

halb nur reelle Arithmetik verwendet. wurde von B.G. Lee [4.34] angegeben. 

1m Gegensatz zu dem im Absehnitt 4.4.3 besehriebenen Verfahren geht der AI­

gorithmus von Lee von der Summenform aus. die in gerade und ungerade indi­

zierte Anteile zerlegt wird. 

Die Summenform der inversen DCT (1DCT) lautet 

N-l 
x(n) = L c(k) X (k)eos( (2n+1 )kr./(2N». 

c 
k=O 

wobei e(k) dureh (4.110) definiert ist. 

Zur Vereiniaehung der Sehreibweise wird 

C(2n+l)k 
2N eos«2n+1)kr./(2N» 

gesetzt. Dann stellt sich die N-Punkte-1DCT als 

N-1 
x(n) = ~ X(k)C(2n+l)k 

'-' 2N 
k=O 

dar. wobei X(k) = e(k)Xc(k). 

n = 0.1 ..... N-l. 

(4.118) 

Durch Zerlegung von x(n) in Folgen mit geraden und ungeraden 1ndizes k er­

halt man aus (4.118) 

x(n) 

wobei 

g(n) 

hen) 

g(n) + hen). x(N-1-n) 

(N/2)-1 
L X(2k) C~=n+l)2k. 

k=O 

(N/2)-1 
L X(2k+1) C~!n+l)(2k+l). 

k--O 

g(n) - hen). (4.119) 

(4.120) 

n = 0.1 ..... (N/2)-1. (4.121) 

g(n) stellt eine (N/2)-Punkte-1DCT dar. weil 

C(2n+l)2k 
2N 

C(2n+l)k = C(2n+l)k 
N 2(N/2) • 



Nun wird hen) in Iolgender Form geschrieben 

(N/2)-1 
hen) ~ X{2k+1) C(2n+l)(k+(1/2» 

L. 2(N/2) • 
k=0 

was wiederum eine (N/2)-Punkte-IDCT ist. Weil 

2C(2n+l) C(2n+l)(2k+l) 
2N 2N 

C(2n+l)2k + C(2n+l)2(k+l) 
2N 2N . 

!olgt aus (4.122) und (4.123) 

(N/2)-1 
2C~!k+l)h{n) = L X(2k+1) C~!n+l)(2k) + X(2k+1) C~!n+l)2(k+l). 

k=0 

Mit der Definition X(2k-1) o fUr k = 0 !olgt unter Verwendung von 

C(2n+l)2(N/2) = C(2n+l) = 0 
2N 2 

(N/2)-1 {N/2)-1 
~ X (2k+1 ) C ( 2 n + 1 ) 2 ( k + 1 ) 
W 2N 

~ X{2k_1)C(2n+l)2k 
W 2N . 

k=0 k=0 

Deshalb kann (4.124) wie !olgt umgeschrieben werden 

2C ( 2 n + 1 ) h (n) 
2N 

(N/2)-1 
~ IX(2k+1) + X{2k_1)!c(2n+l)2k. W 2N 

k=0 

Weiter werden !olgende Definitionen benutzt: 

(N/2)-1 
g(n) I: G{k) C(2n+l)k 

2(N/2) G{k) = X{2k) 
k=O 

(N/2)-1 
hen) I: H(k) C(2n+l)k 

2(N/2) H(k) = X(2k+1) + X(2k-1). 
k=O 

n = 0.1 ..... (N/2)-1. k = 0.1 •...• (N/2)-1. 
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(4.122) 

(4.123) 

(4. 124) 

(4.125 ) 

(4.126) 

Dann erhalt man mit (4.119). (4.120). (4.121) und (4.125) bis (4.126) das 

endgUltige Ergebnis: 

x{n) = g{n) + 11/{C~:n+l»!h{n). 

x(N-1-n) = g{n) - 11/(2C~!n+l»!h(n). n = 0.1 ..... (N/2)-1. (4.127) 
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So ist die N-Punkte-IDCT in die Summe von zwei (N/2)-Punkte-DCT (4.126) zer­

legt. Durch Wiederholung dieses Prozesses kann die IDCT weiter zerlegt wer­

den. 

In ahnlicher Weise kann man auch die DCT-Matrix zerlegen. Weil die DCT eine 

orthogonale Transformation ist. kann die DCT-Matrix auch durch Transponieren 

der IDCT-Matrix bzw. durch Umdrehen der Richtungen der Pfeile im FluBgraph 

der IDCT gewonnen werden. 

Nun betrachten wir ein Beispiel mit N=8: Mit (4.124) bis (4.127) erhalt man 

G(k) X(2k) . H(k) X(2k+1) + X(2k-1). k 0.1.2.3 (4.128) 

und 3 
g(n) = I: G(k) C(2n+l)k 

8 • (4.129 ) 

k=0 

3 

hen) = I: H(k) C(2n+l)k 
8 • (4.130 ) 

k=0 

sowie 

x(n) g(n) + 11/(2C;:n+l»!h(n). n 0.1.2.3. (4.131) 

x(7-n) g(n) - 11/(2C;:n+l»!h(n). nO. 1 .2.3. ( 4. 132) 

Die Gleichungen (4.128). (4.131) und (4.132) korrespondieren jeweils mit der 

ersten und der letzten Iteration im FluBgraph vom Bild 4.28. Durch Wiederho­

lung dieser Schritte fur die Gleichungen (4.129) und (4.130) erhalten wir 

den FCT-FluDgraph fUr eine 8-Punkte-IDCT wie 1m Bild 4.28 dargestellt. 

Die Anzahl der reellen Multiplikationen fUr eine N-Punkte-FCT mit N=2 r be­

tragt (N/2) (10g2N)-N+1. Die Anzahl der Addi Honen ist geringfugig hoher. 

namlich (3N/2)(10g2N)-N+1. Die Tabelle 4.9 zeigt einen Vergleich der Anzahl 

der Operationen mit dem im Abschnitt 4.4.4 beschriebenen Algorithmus. 

Der Preis fur die geringere Anzahl von Operationen besteht in einer sehr 

speziellen Ordnung der Ein- und Ausgangsdaten. Die Eingangssequenz X(k) ist 

in Bitumkehrordnung. Die Anordnung der Ausgangssequenz x{n) wird in !olgen­

der Weise erzeugt. Ange!angen mit der Indexmenge (0.1) wird eine neue Menge 
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x(O) ----e-----~--__ --~,.........---_.X(O) 

x (4) ~-""*--=-Jt-__\_-_+_X (1 ) 

x(2) .:i't---T--+--+-~X (3 ) 

x(6) 

x (1) 

x(S) 

x(3) X(4) 

x (7) 
12Cs 

16 

Bild 4.28. DCT-Fluflgraph fur eine 8-Punkte-IDCT. nach [4.34] 

Tabelle 4.9. Vergleich der Algorithrnen nach Abschnitt 4.4.5 und 

Abschnitt 4.4.4. [4.34] 

r N Anzahl der Multiplikationen Anzahl der Additionen 

Chen u.a. Lee Chen u.a. Lee 

3 8 16 12 26 29 

4 16 44 32 74 81 

5 32 116 80 194 209 

6 64 292 192 482 513 

7 128 708 448 1154 1217 

8 256 1668 1024 2690 2817 

9 512 3844 2304 6146 6401 

10 1024 8708 5120 13826 14337 
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durch ZulUgen einer llihrenden 0 zu jedem Element erzeugt. Die Ubrigen Ele­

mente werden durch Negation der Vorhandenen generiert. Dieser ProzeB llihrt 

zur Menge (00. 01. 11. 10). Durch Wiederholung erhalten wir dann (000. 001. 

011. 010. 111. 110. 100. 101). FUr den Fall N=8 lolgt damit die Ausgangs­

sequenz x(O). x(l). x(3). x(2). x(7). x(6). x(4) und x(5). 

4.4.6 DCT-Berechnung aus Koeffizienten yon Teilfolgen 

Wir betrachten einen Algori thrrrus fur die DCT. der die Cosinus-Transforma­

tionskoeffizienten hoherer Ordnung aus sol chen niedrigerer Ordnung erzeugt 

[3.1]. 

Aus dem Walsh-Hadamard-Koeffizientenvektor ~wH(k) kann der Cosinus-Koeffi­

zientenvektor ~c(k) erzeugt werden (vgl. Abschnitt 3.1.3) 

L = 1.2 ..... r. (4.133 ) 

wobei <k> die Bitumkehrordnung von k bedeutet. und [Tk(L)] eine NXN-Trans­

lormationsmatrix ist. Umgekehrt ist 

Die Matrix [Tk(L)] ist orthogonal und hat eine blockdiagonale Struktur der 

Form 

wobei [Tk(L-l)] eine Konversionsmatrix der Ordnung (N/2)x(N/2) ist. Eine 

Restmatrix der gleichen Ordnung ist [Rk(L-1)]. 

Der Datenvektor mit N=2 r Elementen sei mit ~ bezeichnet. Schreibt man die 

Vektoren seiner DCT-Koeffizienten als X und seiner WHT-Koeffizienten als 
-c 

~WH' dann haben wir 

(4.135) 

und 
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( 4.136) 

wobei [C(L)] und [Hcs(L)] die (NXN)-Transformationsmatrizen der Cosinus­

Transformation und der (WHT)cs sind. 

Aus (4.133). (4.135) und (4.136) folgen die Beziehungen 

Xc = (1/v'cl)[C(L)][Hcs(L)]TXwH 

und [Tk(L)] = (1/v'cl)[C<k>(L)][Hcs <k>(L)]T. (4.137) 

Dabei sind [C(L)] und [Hcs(L)] orthonormale Matrizen. Deshalb ist ihr 

Produkt [Tk(L)] auch eine orthonormale Matrix. Hadamard-Matrizen hoherer 

Ordnung konnen aus Matrizen niedrigerer Ordnung erzeugt werden. Auf3erdem 

kann [Tk(L)] iterativ beschrieben werden. wie die Gieichung (4.134) zeigt. 

Wie schon im Abschnitt 4.1.2 benutzt. wird der WHT-Koeffizientenvektor in 

zwei Half ten aufgeteilt 

(4.138 ) 

XWH1 (L-1) und XwHz (L-1) beziehen sich je auf die WHT der oberen und der un­

teren Halfte des Datenvektors ~. 

Substitution von (4.138) in (4.133) und Anwendung von (4.134) fUhren zu 

einer rekursiven Beziehung fur Xc 

~T:(~-~)~ : - - ~ - _] 

o I [Rk (L-1)] 

(4.139) 

Unter Verwendung von (4.133) und (4.139) und Bezeichnung der DCT-Vektoren 

mit Xc1 (L-1) und Xcz (L-1) ergibt sich 

Xc(L) [ ~T:(~-~)~ : 

o I 

o ] [[Tk (L-1)]TXc1 (L-1) + [Tk (L-1)]TXcz (L-1)] 

~R:(~-~)~ ~T:(~_~)~T~C~(~_~)---[~k~L=1~]~X~2~L=1~· 
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Weil [Tk (L-l)] eine unitare Matrix ist. erhalt man schlieBlich 

Xc(L) 

XC !(L-l) + Xc2 (L-l) 1 

-[~k~L=I~]~T:(~-~)~T~X~l~L=I~ = ~c:(~-~)~ . (4.140 ) 

Gleichung (4.140) zeigt. da13 die DCT-Koeffizienten N-ter Ordnung aus den 

DCT-Koeffizienten der oberen Halfte des Vektors ~ und aus den DCT-Koeffi­

zienten der unteren Halfte des Vektors ~ erzeugt werden konnen. 

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzt man 

XC !(L-l) + Xc2 (L-l) 1 
---------------- . 

[Zk(L-l)](XC !(L-l) - Xc2 (L-l» 

(4.141) 

Es folgt ein Beispiel fur die Erzeugung der DCT-Koeffizienten eines Vektors 

mit N=8 Elementen aus den Cosinus-Transformationskoeffizienten von zwei 

Teilvektoren der Ordnung N=4. 

Benutzen wir beispielsweise (4.141) fur L=3 

XC !(2) + Xc2 (2) 1 
------------- . 

[Zk(2)](XC !(2) - Xc2 (2» 

(4.142) 

[Tk (3)]. [Rk(2)] und [Tk (2)] werden dadurch berechnet. daB die Transforrna­

tionsrnatrizen [Hcs(3)] und [C(3)] angewandt werden. Mit (4.137) erhalt man 

daraus die Matrix [Tk (3)]. Aus ihr folgen [Tk (2)] und [Rk (2)]: 



[Hcs(3)] 

[C(3)] 

-1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 

1 -1 -1 1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 

-1 -1 -1 -1 

-1 1 -1 1 -1 -1 

0.354 0.354 0.354 0.354 

0.490 0.416 0.278 0.098 

0.462 0.191 -0.191 0.462 

0.416 -0.098 -0.490 -0.278 

0.354 -0.354 -0.354 0.354 

0.278 -0.490 0.098 0.416 

o . 191 -0. 462 o . 462 -0. 191 

0.098 -0.278 0.416 -0.490 

1.0 

1.0 

0.923 0.383 

-0.383 0.923 

Natilrl. BRo-

Index Index 

000 000 

001 100 

010 010 

011 110 

100 001 

101 101 

110 011 

111 111 

0.354 0.354 0.354 0.354 

-0.098 -0.278 -0.416 -0.490 

-0.462 -0 . 462 -0. 191 0.462 

0.278 0.490 0.098 -0.416 

0.354 -0.354 -0.354 0.354 

-0.416 -0.098 0.490 -0.278 

-0.191 0.462 -0.462 0.191 

0.490 -0.416 0.278 -0.098 

[Tk (2)] 1 0 

(1//8) - - - - -1- - - - -
o 1 [R)2)] 

o 

o 
0.907 -0.075 0.375 0.180 

0.214 0,768 -0,513 0,318 

-0.318 0,513 0,768 0,214 

-0,180 -0,375 -0,075 0,907 
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Matrix [Zk(2)] kann nun aus (4.141) berechnet und abgespeichert werden. Sind 

nun zwei DCT-Koeffizientenvektoren der Ordnung 4 gegeben. konnen die DCT-Ko­

effizienten des zusammengesetzten Vektors der Ordnung 8 aus (4.142) berech­

net werden. 

Dieser Algorithmus ist zweckmaBig. wenn nacheinander die Koeffizienten von 

Datensequenzen jeweils doppelter Lange berechnet werden sollen. Normaler­

weise miiBten jeweils die Daten im Speicher gehalten oder bei "in-place"-Ver­

arbeitung durch inverse DCT ruckgewonnen werden. 

Zur Abschatzung der Effizienz wird die Anzahl der in diesem Verfahren beno­

tigten Operationen mit der des "in-place"-Verfahrens verglichen. Bei dieser 

Methode wird eine inverse DCT der Ordnung (N/2) zur Erzeugung der Datenvek­

toren im Obj ektbereich aus den DCT-Koeff izienten der GroBe (N/2) benutzt. 

Dann wird eine DCT der Ordnung N zur Berechnung der DCT-Koeffizienten der 

Ordnung N verwendet. Es zeigt sich. daB die hier beschr iebene Methode fur 

Vektoren der Ordnung N<128 den geringeren Rechenaufwand erfordert [3.1]. 

4.4.7 Al go r i t hmu s fur e in e mo d i f i f i z i e r t e OCT 

Die glinstigen Eigenschaften der DCT haben sie in der Signalverarbeitung zu 

einem wichtigen Werkzeug gemacht. Insbesondere bei der Codierung von Sprach­

und Bildsignalen spielt sie eine herausragende Rolle. da ihre dekorrelieren­

den Eigenschaften fur gewisse Modellsignale an die der optimalen KLT (Karhu­

nen-Loeve-Transformation) heranreichen. Obwohl die DCT im Gegensatz zur KLT 

einen "schnellen" Algorithmus besitzt. und im Gegensatz zur DFT keine kom­

plexen Operationen benotigt. hat sie gegenuber der WlIT den Nachteil. daB 

zahlreiche Multiplikationen mit Cosinus-Funktionswerten erforderlich sind. 

Es ist deshalb versucht worden. vereinfachte Formen zu entwickeln. die mit 

weniger Rechenaufwand iihnlich gute Eigenschaften erreichen. Eine solche 

Transformation ist die modifizierte DCT (MDCT) [4.35]. die wir in diesem Ab­

schnitt beschreiben. Zuerst wird die GeradejUngerade-Transformation vorge­

stell t und anschlieBend zur Walsh-Hadamard- und zur Cosinus-Transformation 

benutzt. Der Vorteil der einfachen Berechnung der WHT wird hier zur Gewin­

nung der MDCT-Koeffizienten ausgenutzt. 
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Die Transformationsmatrix [T(L)] der Ordnung NXN einer Gerade/Ungerade­

Transformation (EOT)N kann durch eine orthogonale und blockdiagonale Struk­

tur in der folgenden Form beschrieben werden 

[T(L)] 
[T(L-l)] 1 [T(L-l)] 1 

-[~(~-~)~ :-~R~L=I~]-

~ [ 
o -[R(L-l)] 

[T(L-l)] 0 

1 [ 
[I (L-l)] [T( L-l)] 

[T(L-l)] -[I(L-l)] 

(4.143) 

wobei [T(L-l)] eine (N/2)X(N/2)-Konversionsmatrix. [R(L-l)] eine Restmatrix 

und [I(L-l)] die Identitatsmatrix der Ordnung (N/2)x(N/2) ist. Die uberstri-

chen en Matrizen sind gespiegelte Matrizen. 

Die Transformationsmatrix [T(L-l)] kann wiederum rekursiv dargestellt werden 

[ 
[ T ( L-2)] 1 [T( L-2 )] 1 

[T(L-l)] = - - - - - 1 -__ - - - - . 

[R(L-2)] 1-[R(L-2)] 

(4.144) 

Die Betrachtung von (4.143) und (4.144) !lihrt zu folgender Beschreibeung: 

[ T ( L-2 ) ] 0 1 0 

o [R(L-2)] 1 

[T(L)] - - - - - - - - - -1- - - - -
I 

o 1 [R(L-1)] 

[1(L-2)]· [T(L-2)] 0 

x ----------

-[T(L-2)]· [1 (L-2)] 
[ 

[I (L-1 )] 1 [T( L-1 )] 1 
-[~(~-~)~ :-~I~L=1~]- . 

o [1 (L-1)] 
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Die GeradejUngerade-Struktur der Transformation wird zuerst fur die 

(WHT)w-Matrix in Bitumkehrordnung dargestellt: 

1 

1 -1 -1 1 1 -1 -1 

1 -1 -1 1 -1 -1 

1 -1 1 -1 1 -1 1-1 

[~(3)) [T(3)) - - - - - - -1- - - - - - -
1 -1 -1 -1 -1 

1 -1 -1 1 -1 1 -1 

1 -1 -1 1 1 -1 -1 

1 -1 1 -1 1 1 -1 1-1 

1 

1 -1 -1 1 a 
1 

1 

1 

1 

1 -1 -1 1 

1 -1 1 -1 1 

- - - - - - -1- - - - - - - - - - - - - -1- - - - - - -

[T( 2)) 

[R(2)) 

1 -1 -1 -1 -1 

1 -1 1 -1 

a 1 1 -1 -1 

1 1 -1 1-1 

1 

1 

a 

a 

a 

1 

a 1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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Nun wird der MDCT-Algorithmus diskutiert. der unter Verwendung der EOT die 

Berechnung der MDCT einer Folge von N Punkten erm6g1icht. Dieser Algorithmus 

kann auf jeden beliebigen Wert N=2 r erweitert werden. 

Wir betrachten die Matrixschreibweise fur die OCT 

~c [C(L)]~. 

wobei x und X der Datenvektor bzw. der Koeffizientenvektor sind. Die Trans-
- -c 

formationsmatrix hat folgenden Elemente 

mit 

[c(k)cos((2n+1)~/(2N))]. 

1
1/.[2 fur k=O 

c (k) 

fur k = 1.2 ..... N-1. 

n. k 0.1 ..... N-1 

[C(L)] kann unter Verwendung der EOT in schwach besetzte Matrizen zerlegt 

werden: 

[R(L)] [-[~(~-~)~ : 
o 1 

o 

[R(L-l)] 

L 1.2 ..... r. 

[_[~(L-1)] 
[I (L-1)] 

[T(L-1) ] 

1-[ I (L-1 )] 

Die Transformationsmatrix [C(L)] kann rekursiv aus [R(L-1)] und durch Zerle­

gung von [C(L-1)] verallgemeinert werden: 

[R(l)] 
-1 

[C(L)] 
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mit 

-1 

Dabei werden die Matrizen [U(L)] wie folgt entwickelt: 

sin(r./8) cos (10/8) 

j. [U( 1)] 

cos(r./8) -sin(3r./8) 

sin(r./16) cos(r./16) 

sin(3TT/16) cos(3TT/16) 

[U(2)] 

cos(3TT/16) -sin(3TT/16) 

cos(r./16) -sin(TT/16) 

sin(rr/32) cos (TT/32) 

sin(3TT/32) cos (3rr/32) 

sin(5TT/32) cos (5rr/32) 

sin(7rr/32) cos (7rr/32) 

[M 1 (3)] 

cos (7TT/32) -sin(7TT/32) 

cos (510/32) -sin(5rr/32) 

cos (3TT/32) -sin(3r./32) 

cos (rr/32) -sin(rr/32) 

Die so entstandene SFG-Struktur wird als modifizierte DCT (MDCT) bezeichnet 

[4.35]. 

Der SFG der MDCT ist im Bild 4.29 fur N=8 dargestellt. Die Konstanten a o ' 

a 1 • a 2 • b o ' b 1 • und b 2 werden so gewahl t. daB einige der Basisvektoren 

gleich denen der DCT werden. Zum Beispiel: 



xlO) 

x(1) 

x(2) 

x(3) 

x(4) 

xIS) 

x(6) 

x(7) 
-Q2 

sin(To'/8) . 

cos (10/8) . 

XIO) 

X(4) 

X(2) 

X(6) 

X(1) 

XIS) 

X(3) 

X (7) 

sin(3,:/16) . 

cos(3;-:/16) . 

Bild 4.29. SFG der MDCT 

fur N=8. nach [4.35] 

sin(To'/16) . 

cos(To'/16) . 
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Die Transformation entspricht nicht genau der DCT. Nach Untersuchung von 

Kanchan und Rao [4.35] liegen ihre Eigenschaften. z.E bezuglich der Dekorre­

lation ihrer Koeffizienten. zwischen denen der "wahren" DCT und der Walsh­

Transformation. Dafur benotigt man bei der MDCT den gleichen Aufwand an Ad­

ditionen wie fur die WHT und zusatzlich nur 2N-4 Multiplikationen. 

Eine ausfUhrliche Darstellung der diskreten Cosinus-Transformation und ihrer 

Anwendungen findet man in [4.33]. 

4.5 Algorithmen fUr die diskrete Sinus-Transformation 

4.5.1 DST-Algorithmus mit Matrixfaktorisierung 

Die Algorithmen fur die DST verwenden i. allg. den traditionellen Ansatz. 

d.h. es wird die 2N-Punkte-FFT einer Sequenz von N Punkten zur Berechnung 

der DST benutzt. Der imaginare Teil wird dann herausgezogen. urn die N-Punk­

te-DST anzugeben. 

Yip und Rao [4.32] haben einen schnellen Algorithmus fur die diskrete Sinus­

Transformation der Definition I (OST(I» entwickelt (vgl. Abschnitt 2.3). 
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ahnlich dem DCT-Algorithmus von Chen [Z.8]. 1m Iolgenden betrachten wir die­

sen DST-Algorithmus. 

Die Matrixiaktorisierung ist von der gleichen Art wie sie Iur die DCT im Ab­

schnitt 4.4.4 beschrieben wurde. Die rekursive Struktur ist daher sehr ahn­

lich derjenigen Iur die DCT. 

1m Abschnitt Z.3 wurde die DST(I) Xs(k) der Datensequenz x(n) und ihre In­

verse wie Iolgt definiert: 

N 

Xs (k) = JZ/(N+1) I: x(n)sin(nk7T/(N+1)). 
n=1 

N 

x(n) = JZ/(N+1) I: Xs (k)sin(nk7T/(N+1)). 
k=1 

Sei N = 2r-1 und [SeN)] die DST-Matrix. dann gilt 

[PN ] ist eine Zeilenpermutationsmatrix. die durch Bitumkehr von (n-I) defi­

niert wird (n ist der Zeilenindex. d.h. n = 1.2 ..... N). Das allgemeine Ele­

ment von [SN] in der n-ten Zeile und der k-ten Spalte ~nk ist durch 

~nk = J2/(N+1) sin(nkio/(N+1)) 

beschrieben. 

[AN] besi tzl alle Strukturen. die Iur eine Faktorisierung notwendig sind. 

Der erste Schritt liegt in der rekursiven Beziehung 

o 
(4.145 ) 

o [A(N_l)/2] 

Dabei ist [BN ] eine Schmelterlingsmalrix. die nur entlang der beiden Diago­

nalen von Null verschiedene Elemente des Belrags 1 hat. wobei die untere 

HalIte der Hauptdiagonale mil negativen Elemenlen besetzt ist. z.B. 
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1 

-1 

-1 

Die Inverse von [85 ] hal die gleiche Struktur. auBer einem Elemenl 2 in der 

Mille und einem normalisierenden Faklor 1/2: 

(1/2) 2 

-1 

-1 

Die wesenlliche rekursive Slruklur liegt im unteren Diagonalblock der GroBe 

«N-1}/2}x«N-1)/2) des erslen Faklors von (4.145). 

Eine weilere Faklorisierung von [A(N+l)/2] isl eine [(N+1)/2]X[(N+1)/2]-Ma­

lrix. die genauer belrachlel werden solI. Die niedrigsle Ordnung der nicht­

trivial en Transformalionsmalrix [A3 ] wird angegeben durch 

Dabei isl 

[ 
sin(Ti/4) 

sin(rr/4} 

sin(Ti/2) 

-sin(Ti/2) 

Die nachsthohere Ordnung isl N=7. FUr sie gilt 
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Die Matrix im oberen Diagonalblock von (4.145) ist 

[A(N+l)/2] = [P(N+l)/2] [sin((2n+1)(k+1)rr/(N+1»J. n.k 0.1 ..... (N-1)/2. 

Dies kann weiter in 

faktorisiert werden. 

Dabei hat [B(N+l)/2 J die gleiche Schmetterlingsstruktur wie [B5]-I. abgese­

hen vom in der Mitte liegenden Element 2. denn (N+1)/2 = 2 r - 1 . 

[J(N+l)/2 J ist eine Spaltenpermutationsmatrix. die aIle ungeraden Spalten 

nach links und aIle geraden Spalten nach rechts sortiert. d.h. 

[J (N+l )/2J 

o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 

o 

o o o 
o 

o 0 

o 
o o 

Wie man leicht liberprlifen kann. ist [J(N+l)/2 J [J(N+l)/2 J 

Die Matrix [D(N+l)/2 J ist wieder diagonal: 

Hier liegt eine weitere rekursive Beziehung vor. Die Matrix [G(N+l)/4 J kann 

namlich durch einfache Zeilenoperationen aus [A(N+l)/2 J erhalten werden 

FUr die Elemente [fknJ der Matrix [F(N+l)/4 J gilt: 



mit a 

1 -: 
fur a=O mit ungeradem k. n und,mil k. n > (N+1)/8. 

fur b=1 mit geradem k und geradem n und mit k. n ~ (N+1)/8. 

sonst 

«k+1)/2)-n mod (N+1)/8 bzw. b = «k/2)+n) mod (N+1)/8. 

Zum Beispiel folgl fur den Fall N=15 

o 
o 

o 

o -1 

o 

o 
o 

o 
o 

o -1 

o o 
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Die Faktorisierung des oberen Blocks in [D(N+l)/2 J gestallel sich ahnlich 

wie im Abschnitt 4.4.4 fur die DCT. d.h. 

[R(N+l)/4 J ist eine Zeilenpermutationsmatrix. die die ungeraden Zeilen in 

zunehmender Ordnung in die obere Halfte und die geraden Zeilen in umkehrter 

Ordnung in die unlere Halfte sortiert. Die Anzahl von Matrixfaktoren [M i ] 

ist 2Iog2«N+1)/2)-3 fur N>7 [4.32]. Diese Methode ist gleichermaBen fur die 

DST(II) anwendbar. wenn die Transformationslange N=2r-1 ist. Der Algorithmus 

benoligt lediglich reelle Arithmetik. 

4.5.2 DST-Berechnung fiber die DCT 

Eine Methode zur Berechnung der DST aus der DCT ist Gegenstand dieses Ab­

schnitts. Es ergibt sich. daB die schnelle Sinus-Transformation durch die 

Implementierung der FeT erhalten werden kann [4.12]. 

1m Abschnilt 2.3 haben wir die folgende Definition der DCT angegeben 

N-1 
2c(k) L x(n)cos«2n+1)kr./(2N». k = O.1 ..... N-1. (4.146) 

n=O 
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flir k=O 

Dabei ist c(k) 

flir k = 1.2 ..... N-I. 

Durch Substitution von k = N - m und m = 1.2 ..... N in (4.146) haben wir 

Wei! 

folgt 

N-l 
Xc(N-m) = 2c(N-m) L x(n)cos«2n+l)(N-m),,/(2N». 

n=O 

cos«2n+l)(N-m),,/(2N» cos«2n+l)rr/2)cos«2n+l)mr./(2N» 

+ sin«2n+l)rr/2)sin«2n+l)mr./(2N» 

(-1)nsin«2n+l)mr./(2N». 

N-l 
X (N-m) = 2c(N-m) L x(n)(-1)ns in«2n+l)mr./(2N». 

c 
n=O 

Sei x(n) = (-1 )nx(n) und X (k) die OCT der Folge x(n). Dann ergibt sich 
c 

N-l 
2c(N-m) Lx(n) sin«2n+l)mr./(2N» 

n=O 

N-l 
2c(N-m) L x(n) sin«2n+l)mr./(2N» = X.(m). 

n=O 

Dabei ist X.(m) die diskrete Sinus-Transformierte der Definition II 

(OST( II» der Oatensequenz x(n). Oeshalb besteht das Ver!ahren der Gewinnung 

der DST der Folge x(n) aus folgenden drei Schritten: 

(1) Umkehren der Vorzeichen aller ungerade indizierten Daten zur Erzeugung 

einer neuen Sequenz x(n). 

(2) Berechnen der OCT der Sequenz x(n). Die von Chen [2.8] entwickelte FCT 

ist eine geeignete Implementierung dieses Schrittes. 

(3) Man erhalt die DST der Sequenz x(n) durch Umkehrung der Ordnung der in 

Schritt 2 erzeugten Koeffizientenfolge. 
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Dieses Verfahren kann als Matrixmultiplikation dargestellt werden. Seien ~s 

und ~c die DST- bzw. DCT-Vektoren der Ordnung N. dann ist 

Dabei ist [DN ] eine Vorzeichenumkehrrnatrix. die wie folgt definiert ist 

o 
-1 

-1 

o -1 

und [llN] die gespiegelte Einheitsrnatrix der Ordnung N. Der SignalfluBgraph 

fur die DST(II) entspricht dem im Abschnitt 4.4.4 fur DCT angegebenen. an 

den zwei einfache Operationen angeschlossen werden. 

4.6 Algorithmen flir die diskrete Haar-Transfonnation 

FUr die DurchfUhrung der diskreten Haar-Transformation (DHT) stehen drei Ar­

ten von Algorithmen zur Verfugung: 

(1) Algorithmus ohne "in-place"-Eigenschaft. 

(2) "in-place"-Algorithmus mit Eingangs!olge in naturlicher Ordnung. 

(3) "in-place"-Algorithmus mit Eingangsfolge in bitumgekehrter Ordnung. 

Wie im Abschnitt 2.5 gezeigt wurde. k6nnen die diskrete Haar-Transformation 

(DHT) und ihre Inverse (IDHT) wie folgt dargestellt werden: 

N-1 

XHA(k) =I x(n) HAR(n.kIN). 
n=O 

N-1 

x(n) = ~1 L XHA(k) HAR(n.kIN). 
k=O 

k O.1 ..... N-1. (4.147) 

n = D.l ..... N-l. 
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Die entsprechende Matrixform wurde ebenfalls im Abschnitt 2.5 angegeben. 

Wenn die durch (4.147) definierte DHT direkt ausgefllhrt wird. sind N2 Addi­

tionen fur die Berechnung notwendig. Dies kann auf r·N reduziert werden. we­

bei N=2r. wenn wir nur die von Null verschiedenen Werte berucksichtigen. 

4.6.1 HT-Algorithmus ohne "in-place"-Eigenschaft 

Eine betrachtliche Verbesserung der Berechnungseffekti vi tat wird erziel t. 

wenn eine Zerlegung der Transformationsmatrix in Faktoren verwendet werden 

kann. iihnlich wie bei der FFT und der FWHT. Der SignalfluBgraph eines derar­

tigen Algorithmus' ist im Bild 4.30 dargestellt [2.15J. 

~----~Oo:;::-----""'-,:::-------'~XHA(O) 

XHA (l) 

-----'----XHA(2) 

~o---'--.:........--XHA(3) 

"'---------..:.......---XHA(4) 

~---------....:.....--.... XHA(5) 

-------.---..:.......--XHA(6) 

~----------=---- XHA(7) 

Bild 4.30 SFG der Haar-Transformation (nicht "in-place") fur N=8. 

nach [2. 15J 

Man beachte die Multiplikationen von Sunmen oder Differenzen mit J2 oder 2 

im Bild 4.30. Eine Besonderheit im Vergleich etwa zum Graph der FFT und der 

FWHT besteht darin. daB dieser Algorithmus nicht "mit Ersetzung" oder spei­

chersparend ("in-place") ausgefllhrt werden kann. AuBer bei der letzten Ite­

ration gelangen die Ergebnisse nicht auf Knoten desselben Niveaus wie die 

Werte. aus denen sie berechnet wurden. 

In der ersten Iteration des Algorithmus' werden N Operationen durchgefllhrt. 

in jeder folgenden Iteration ist die Anzahl der Operationen nur halb so groB 
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wie bei der vorhergehenden Iteration. Die von der Transformation benotigte 

Anzahl von Additionen bzw. Subtraktionen ist deshalb 

N + (N/2) + (N/4) + ... + 2 2(N-1) . 

Diese Anzahl ist geringer als bei der FWHT bzw. der FFT. AuBerdem werden 

3N/4 Multiplikationen mit Konstanten benotigt. Die Rechenzeit fur diesen Al­

gorithmus ist deshalb proportional zu N. im Gegensatz zur FWHT. bei der sie 

zu Nlog 2 N proportional ist. 

XHAIO) x!O) 

XHA (1) x (1) 

XHA (2) x(2) 

XHA (3) x(3) 

XHA(4) x(4) 

XHA(S) xIS) 

XHA (6) X(6) 

XHA(7) x 171 

Bild 4.31. SFG der inversen Haar-Transformation (invers zu Bild 4.30). 

nach [2.15] 

Der SignalfluBgraph fur die inverse Transformation ist im Bild 4.31 darge­

stellt. Dieser Algorithmus erzeugt geordnete Koeffizienten. braucht jedoch 

in jeder Iteration zusatzliche Speicherplatze fur die Zwischenspeicherung 

von Werten. die in dieser Iteration berechnet werden. Der FluBgraph flihrt 

bei diser FHT-Version mit geordneten Koeffizienten zu einem Aulbliihung des 

Speicherbedarfs. Weil die wesentlichen Operationen der Haar-Transiormation 

einfache Addi tionen und Subtraktionen sind. wird die Speicherung von Zwi­

schenergebnissen in jeder Iteration eine Ursache unverhal tnismB.13ig langer 

Rechenzeiten. 
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4.6.2 Algorithrnen zur "in-place"-Berechnung der fIT 

1m diesem Abschnitl wird der speichersparende ("in-place") Algorithnnls dis­

kutiert. der nur die SpeicherpUitze fur die ursprilnglichen Funktionswerte 

benotigt. Diese Variante reduziert auBerdem die Anzahl der Operationen. Die 

Kosten dafur liegen in einer anderen Ordnung der Haar-Koeffizienten. die 

ggf. der Umsortierung bedarf. Der hohe Speicherbedarf der Transformation 

nach Abschnitt 4.6.1 und die Notwendigkeit von Umspeicherungen war die Moti­

vation fur die Entwicklung dieses Algorithnnls' [4.36]. 

Bei diesem Algorithnnls ist in jeder Iteration die Anzahl der Operationen. 

die zwischengespeichert werden mUssen. genau zwei (Radix-2). Wenn jeweils 

ein derartiges Operationenpaar berechnet ist. konnen die beiden Speicher­

platze zum Abspeichern der Ergebnisse benutzt werden. 

Die Notwendigkeit der Datenumspeicherung entfallt. Eine Umordnung der Koef­

fizienten kommt nach dem TransformationsYorgang infrage. wenn die Koeffi­

zienten in der gewohnlichen Ordnung yon aufsteigenden Indexnummern der Koef­

fizienten innerhalb der Stufen abgespeichert werden sol len. Urn sie zu ord­

nen. brauchen wir eine zonale Bitumkehroperation. Eine Zone ist eine Menge 

yon Koeffizienten mit Indizes zwischen zwei aufeinanderfolgenden Potenzen 

Yon 2. Eine zonale Bitumkehroperation ist eine normale Bitumkehrordnung der 

Sequenz-Indizes gefolgt von einer Umordnung in die ursprilngliche Ordnung in­

nerhalb jeder Zone [2.15]. FUr 8 Koeffizienten ergibt sich die zonale Bitum­

kehroperation gemaB Tabelle 4.10. Die nach Zonen geordnete Haar-Matrix der 

Ordnung 8 wurde bereits im Abschnitt 2.5 angegeben: 

Zonen 

0 

-1 -1 -1 -1 

J2 (1 -1 -1 0 0 0 0) 2 

J2 (0 0 0 0 1 -1 -1) 2 

[HAR(3)] 

2 -2 0 0 0 0 0 0 3 

0 0 2 -2 0 0 0 0 3 

0 0 0 0 2 -2 0 0 3 

0 0 0 0 0 0 2 -2 3 
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Tabelle 4.10. Zonale Bitumkehroperation fur N=8 [3.7] 

Index Binar- Bit- Umordnung inner- Neuer 

Darstellung Umkehr halb der Zonen Index 

0 000 000 000 0 

001 100 100 4 

2 010 010 010 2 

3 011 110 110 6 

4 100 001 001 

5 101 101 011 3 

6 110 011 101 5 

xlO XHAIO) 

X11) 

xl2 
2 

XHA(S) 

x (4) XHA(1) 

XIS) 
2 
XHA(6) 

12 
x(6 --------- XHA(3) 

Bild 4.32. SFG der "in-place"-Haar-Transformation fur N=8. nach [4.36] 

Bild 4.32 illustriert einen FluBgraph wie er sich durch diese Veranderung im 

Algorithmus ergibt. 

Dieser Transformationsalgorithmus hat einen zusatzlichen Vorteil. Die geord­

neten Koeffizienten benotigen wegen der asymmetrischen Natur des FluBgraphen 

eine besonnere Routine zur inversen Trans!ormation. Der "in-place"-Algorith­

mus benotigt fur die inverse Trans!ormation lediglich andere Werte !ur die 

multiplikati ven Konstanten (im SFG nicht eingetragen). Ansonsten kann das 

gleiche Programrn sowohl fur die Vorwartstransformation wie fur die inverse 

Transformation benutzt werden. 
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Eine ahnlicher Algorithmus. bei dem die Datenwerte in bitumgekehrter Ordnung 

angeordnet sind. wurde von Ahmed und Rao [2.7] .angegeben. 

4.7 Algorithmen fUr die Slant-Transfonnation 

4.7.1 SLT-Algorithmus mit Faktorisierung der Transformations­

matrix 

Die Slant-Transformation (SLT) wurde im Abschnitt 2.6 definiert. In diesem 

Abschnitt diskutieren wir Algorithmen fur die Slant-Transformation. 

Die Slant-Matrix [SL(L)] laBt sich in ein Produkt einer Folge von schwach 

besetzten Matrizen zerlegen. Das flihrt zu einem schnellen Algorithmus fur 

die Slant-Transformation. Zum Beispiel gilt fur [SL(2)] folgende Matrixzer­

legung [2.15]: 

[SL(2)] 

o 0 

o 3/../5 0 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 3;' 5 

o o 
o 0 

1/3 

-1 0 0 

o 0 1/3 -1 

o 

o 

o o 
o 

o 0-1 

-1 0 

Bild 4.33 zeigt den SignaUluBgraph der Slant-Transformation mit ~. Man 

beachte. daB der Algorithmus nicht r Iterationen sondern (r+l) Iterationen 

benotigt. Die Slant-Transformation mit N=4 erfordert 8 Additionen und 6 Mul­

tiplikationen. wahrend die schnelle Walsh-Transformation nur 8 Additionen 

benotigt. 

4.7.2 SLT-Algorithmus unter Verwendung der Walsh-Transformation 

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus flir die Slant-Transformation ange­

geben. der sich aus der im Abschnitt 2.6 erwahnten Methode der Konstruktion 

von Slant-Matrizen ergibt [4.37]. 

Wir betrachten zunachst ein Beispiel mit N=8. Aus Abschni tt 2.6 haben wir 

flir die Slant-Matrix mit r=3 



XSL(O) 

XsL(1) 

XsL(2) 

x(3) Xsd3) 

x(4) XsL(4) 

x(S) XSL(S) 

x(6) XsL(6) 

x(7) XsL(7) 

Bild 4.33. SFG der Slant-Transformation fur N=8. nach [Z.15] 

[SL' (3) ] ( 1/,;2) 

[I 1 ] 1 I I 

- - -1- - -1- - -1- - -
la(3) l-b(3)1 

1 I I 

1 I I 

I 11 I [[SL'(Z)]I [SL'(Z)]] 

- - -::(~)-:-a~3~:- - - ~S~'~Z~]:-~S~'~Z~] . 

I I 1 I 
1 I I 

I I 11 
- - -1- - -1- - -1- - -

1 I I [I 1] 
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(4.148) 

Dabei ist [SL'(3)] die Slant-Matrix der Ordnung N=Z3. Der Strich deutet an, 

daR die Sequenzen in Hadamard-Qrdnung vorliegen. Fiir die Besti!IlIlUI1g der 

Werte a(r) und b(r) (oder aN und bN) siehe Abschnitt Z.6. 

Die rechte Matrix in (4.148) kann wie !olgt zerlegt werden: 
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[~S~'~2~]_:_[~L~(~)~] = [~I~]_:_[~2~][~S~'~2~]_:_ - - - _]. 

[SL'(2)] 1-[sL'(2)] [I 2] 1-[I 2] 1 [SL'(2)] 

Wiederum die rechte Matrix kann weiter zerlegt werden: 

1 

a(2) l-b(2) 1 

- - - -1- - - -I 
b(2) 1 a(2) 1 

[~L~(~)~:_ - - - ] 

1 [SL' (2)] 

1 1 1 

(1//2) - - - - - - - -I - - - - - - -

1 1 

[SL'(I)] [SL'(I)]1 

[SL'(1)] -[SL'(I)]1 

1 a(2) l-b(2) 

1- - - -1- - - -
1 b(2) 1 a(2) 

1 1 

x ---------1---------
I[SL'(I)] [SL'(I)] 

I[SL'(I)] -[SL'(I)] 

Die erste Matrix auf der rechten Selle von (4.149) kann als 

_[~'~2~]_: _____ ] mit [M'(2)] = [SL'(I)] [SL'(I)] 

1 [M'(2)] [SL'(I)] -[SL'(1)] 

gedeutet werden. Weil die Malrizen [Hp(I)] und [Hp(2)] durch 

[Hp(I)] = [SL(I)] = (1//2) [ 1 _11 ] 

und 

(4.149) 



[Hp ( 1 )] 1 [Hp ( 1)] 1 
[Hp(2)] = (1/yI;2) - - - - -1- - - - -

[Hp(1)] 1-[Hp(1)] 

201 

I 

[SL(~)] 1 [SL(1)] 1 
( l/yI;2) - - - - -1- - - - -

[SL(1)] 1-[SL(1)] 

darstellbar sind, hat man 

I ~S~'~2~]: __ 0 __ = [~M~(~)~: __ 0 __ ]I~H:(~)~: __ 0 __ ]. 

o I[SL'(2)] 0 I[M'(2)] 0 I[Hp(2)] 

(4.150 ) 

Nach der Substitution von (4.150) in (4.149) erhalt man 

SL' (3)] = yI;2 [M' (3) ] 
[I(2)] [I(2)]] 

[1(2)] -[1(2)] 

[M'(2)] 

[M' (2)] 

[Hp(2)] ]. 

[Hp(2) ] 

Da die Multiplikation mit der Einheilsmatrix kommutaliv ist. gilt 

[M'(Z)] 1 [I(2)] [I(2)] [[I(Z)] [I(Z)]] [M'(Z)] ] 

[M' (2)] [I(2)] -[I(2)] [1(2)] -[1(2)] [M' (2)] 

und 

[1(2)] [I(Z) ]] [H,(Z)] 1 [[~(Z)] [~(Z)] 
=y1;2 [Hp(3)]. 

[1(2)] -[1(2) ] [Hp(2)] [Hp(2)] -[Hp(2)] 

Dabei ist [Hp(3)] die dyadisch geordnele Hadamard-Matrix mil N=8. Daher kann 

[SL'(3)] unter Verwendung der Hadamard-Matrix erzeugt werden 

[M'(2)] 1 
[SL(3)] [M(3)] [Hp(3)]. 

[M'(2)] 

(4.151) 

Ein der Gleichung (4.151) entsprechender SignaUluJ3graph wird durch Bild 

4.34 illuslriert. 
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x (01 XSl(O) 

x(11 XSl(1) 

x(2) XsL(2) 

x(3) XSL(3) 

x(4) XSL(4) 

xIS) XSL(S) 

x (6) XsL(6) 

x(7) XsL(7) 

Bild 4.34. SFG der Hadamard-Slant-Transformation flir N=8. nach [2.15] 

Dieser Algorithmus erfordert noch eine Iteration mehr als der vorhergehende 

Algor i thmus. Allerdings sind die beiden letzten Iterationen sehr schwach 

"besetzt". 

Die ersten drei Iterationen sind identisch mit den entsprechenden der dya­

disch geordneten Walsh-Hadamard-Transformation (WHT)p' die nur Nlog 2N Addi­

tionen erfordert. Die letzten beiden Iterationen konvertieren die Walsh-Ko­

effizienten zu Slant-Koeffizienten. Hierzu werden noch (N-l) Additionen und 

2(N-2) Multiplikationen benotigt. Deshalb werden flir diesen Algorithmus ins­

gesamt Nlog 2N + N - 2 Additionen und 2(N-2) Multiplikationen zur Berechnung 

der Slant-Koeffizienten aus einem Datenvektor der Ordnung N benotigt. 

Der SFG flir die inverse Slant-Transformation hat eine ahnliche Struktur. AI­

lerdings durchlaufen die Daten den SFG (Sild 4.34) von links nach rechts. In 

den beiden "konvertierenden" Iterationen sind aul3erdem die Vorzeichen der 

Multiplikatoren b(2) = b 4 und b(3) = be zu vertauschen [4.37]. 

Eine andere Version des Algorithmus' (Sild 4.35) benutzt die sequenzgeordne­

ten Walsh-Funktionen. deren Koeffizienten in ahnlicher Weise in Slant-Koef­

fizienten konvertiert werden [2.15]. 
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x (0) XSL{O) 

x(1) XSL(1) 

x(2) XSL(2) 

x(3) XSL(3) 

x(4) Xsd4) 

XIS) XSL(S) 

x(6) XSL(6) 

x(7) XSL(7) 

Bild 4.35. SFG der Walsh-Slant-Transformation fur N=8. nach [2.15] 

4.7.3 SLT-Algorithmus unter Verwendnung der Haar-Transformation 

Die im Abschnitt 4.7.2 dargestellten Algorithmen konvertieren die einfach zu 

erzeugenden Walsh-Koeffizienten in die Slant-Koeffizienten. Eine Orthogonal­

Transformation. die ahnlich einfach berechnet werden kann. ist die Haar­

Transformation. Deshalb liegt es nahe. sie zur Berechnung der Slant-Trans­

formation heranzuziehen. Die Slant-Transformation von Fino und Algazi [4.38] 

basiert auf der HT und kombiniert Elemente der Haar-Matrix mit der Slant­

Transformation. Der Algorithmus benotigt r+2 Iterationen. eine mehr als der 

Walsh-Slant-Algori thmus. jedoch sind weniger Operationen erforderlich. Al­

lerdings werden die Koeffizienten in ungeordneter Form erzeugt. Ein alterna­

tiver Algorithmus der ebenfalls von Fino und Algazi [4.38] angegeben wurde. 

ergibt eine natiirliche Koeffizientenordnung. jedoch sind zusatzliche Spei­

cherplatze fur Zwischenergebnisse notwendig. 



5 Berechnungsstrategien zweidimensionaler 
Transformationen 

Zweidimensionale (2D-) Transformationen sind wichtige Hilfsmi ttel fur die 

digitale Signalverarbeitung zweidimensionaler Signale. z.B. fur die Filte­

rung. Rekonstruktion und Kodierung von Bildern. fur die Mustererkennung und 

fur andere Aspekte der digitalen Bildverarbeitung. Obgleich die hier behan­

delten Methoden und Algorithmen i. allg. auch hohere Dimensionen zulassen. 

beschdinken wir uns in diesem Buch auf zweidimensionale Trans!ormationen. 

H6here Dimensionen treten in der Signalverarbeitung seltener auf. Einige der 

in Kapitel 6 vorgestellte Algorithmen k6nnen zudem ohne groBe Schwierigkei­

ten fur h6here Dimensionen erweitert werden. 

Es erscheint sinnvoll. an dieser Stelle auf die Mehrdeutigkeit des Begriffs 

Dimension im Zusammenhang mit diskreten Orthogonaltransformationen hinzuwei­

sen. 1m Abschnitt 3.4.1 wurde die Aufteilung der Algorithmen in Module dar­

gestellt. Dabei hat jedes Modul seinen von anderen unabhangigen Laufindex. 

So gesehen. besaBe der Algorithmus so viele Dimensionen wie er Module hat. 

1m Fall einer Radix-p-Transformation lage also die Dimension 10gpN vor. Die 

Effektivitat eines Radix-p- oder eines Primfaktor-Algorithmus' beruht dem­

nach auf der Zerlegung eines eindimensionalen Problems in ein mehrdimensio­

nales. In diesem Kapitel betrachten wir jedoch eine andere Auslegung des Be­

griffs der Dimensionalitat. namlich diejenige des zu transformierenden Si­

gnals. Wir vermeiden auBerdem. die Ordnung von Matrizen und Vektoren mit dem 

Ausdruck Dimension zu belegen. Wir betrachten also Daten-Arrays. die a. 

priori zweidimensional. d.h. als Matrix gegeben sind. und in einen ebenfalls 

zweidimensionalen Satz von Koeffizienten transformiert werden sollen. Die 

2D-Koeffizienten geben an. mit welchem Anteil die zugeh6rige 2D-Basisfunk­

tion (Basisbild) in der Orthogonalzerlegung der 2D-Funktion enthal ten ist 

(vgl. Bild 1.1). Als Beispiel illustriert Bild 5.1 die 64 Basisbilder der 

2D-Walsh-Transformation (in Hadamard-Drdnung) eines (8x8)-Arrays. 
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Bild 5 . 1 . Basisbilder der 2D-Walsh-Hadamard-Transformalion 
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FUr die Ourchfilhrung einer 2D-Trans!ormation kann man i .allg. unter ver­

schiedenen Stralegien wahlen. Neben der haufig benulzten Separierung in Zei­

len- und Spaltenlransformationen (Abschnilt 5.2) beslehen i . allg . weitere 

Moglichkei len. die ggf. mit Vorteil zu benutzen sind . So ist es z .B. mOg­

lich. die 2D-Datenmenge direkt zu transformieren (Abschnitl 5 . 3) oder die 

Zeilen- und Spaltentransformationen zu einer einzigen Transformation zusam­

menzufassen (Abschnilt 5.1) . Ahnlich wie bei den eindimensionalen Transfor­

malionen kann man u . U. die Koeffizienten aus Koeffizienten niedrigerer Ord-
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nung oder aus den Koeffizienten einer anderen Transformation (Abschnitt 5.4: 

berechnen. Speziell fur die digitale Bildverarbeitung ist eine Strategie in­

teressant. bei der die Koeffizienten aus Koeffizienten der nachstniedrigerer 

Ordnung berechnet werden. wobei ausschlieBlich Kceffizienten von Unterbilder 

des aktuellen (Teil-) Bildes benutzt werden. Wir nennen dies eine hierachi­

sche Berechnung von Koeffizienten (vgl. Abschnitt 5.4). 

Die beiden wichtigsten Strategien bei der Berechnung zweidimensionaler 

Transformationen werden durch die Bilder 5.2 und 5.3 anhand eines (4x4)-

Bildele mente 

Zeilen - Koe ffizi en ten 

41C4-Kodfizienhn 

• • • • 
• • • • 
• • • • 
• • • • 

I = I = j""""."'OO 
...- -. 
...- -. 

l Transformation 

§::: : • • • • 
• • • • , T rans formation 3 

I I I r 
I I I I 

I T ransformation it 

Ern 
Bild 5.2. Schematische Darstellung einer 2D-Trans!ormation unter Benutzung 

der Zeilenkoe!fizienten 
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• • • • 
• • • • Bildelemente 
• • • • 
• • • • 

~ T ransformation 1 

--- ------ ------ ------ ---
t Tr ansformation 2 

DO 
2.2-Koeffizilnhn 

DO 
~ Tr ansformatiDn 3 

I I [ I 
I I [ I , Tr ansformation 4 

4.t,..Kolf fiziont.n HE 
Bild 5.3_ Schematische Darstellung einer diskreten (hierarchischen) 2D­

Transformation 

Bildsignals schematisch dargestellt. Bei der Strategie gemaB Bild 5.2 werden 

aus den 2D-Datenelementen zunachst durch die Transformationen 1 und 2 die 

K~effizienten der Bildzeilen gebildet. Die Transformationen 3 und 4 verar­

bei ten diese zu den Koeffizienten des (4x4)-Arrays. Im Gegensatz hierzu 

zeigt Bild 5.3 ein Beispiel fur die direkte Berechnung von 2D-Koeffizienten. 

Dabei werden zunachst die Koeffizienten von (2X2)-Unterbildern berechnet und 

aus diesen dann die Koeffizienten des (4X4)-Arrays. Wir weisen jedoch darauf 

hin. daB die im Bild 5.3 dargestellte hierarchische Koeffizientengenerierung 

auf die (WHT)H anwendbar ist. auf die DFT dagegen nicht. Die 2D-DFT kann je-
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doch in einer ahnlichen Weise direkt. d.h. ohne Benuztung der Zeilen- bzw. 

Spaltenkoeffizienten gewonnen werden (vgl. Abschnitt 5.3). 

Eine auf der Menge der geordneten Paare reeller Werte (n1n 2 ) definierte 

reelle oder komplexwertige Funktion x heiBt periodisch mit den Perioden N1 

und N2 (N1 .N2 > 0). falls 

und auch 

sowie 

und auch 

fur alle endlichen reellen Zahlen n 2 gilt. Wir betrachten hier aus-

schlieBlich ganzzahlige n 1 . n 2 . 

5.1 Berechnung der 2D-Koeffizienten durch eine 
ID-Transfonnation (und umgekehrt) 

Von mehreren Autoren [5.1]. [5.2] wurde beobachtet. daB eine lexikographi­

sche Umordnung der Elemente einer (NxN)-Datenmatrix (N=2r. r=1.2 .... ) in 

einen Vektor der Ordnung 2 2r die UberfUhrung einer 2D-Transformation in eine 

eindimensionale Transformation erlaubt. Soiern ausreichend Speicherplatz fur 

die 2D-Datenmenge zur Veriligung steht. laBt sich durch eine solche MaBnahme 

eine Vereiniachung des Transiormationsalgorithmus' erzielen. AuBerdem konnen 

u.U. auch Einsparungen bei der Anzahl der Multiplikationen erzielt werden 

[5.2]. Umgekehrt besteht irrmer dann das Bedlirinis. eine 1D-Transformation 

als eine 2D-Transformation zu berechnen. wenn der Arbeitsspeicher zwar die 

Berechnung einer Trarisformation der Lange N. nicht aber der gewlinschten 

Lange N2 zulaBt. Die Bedingungen unter denen derartige UberfUhrungen zwi­

schen 1D- und 2D-Transformationen m6glich sind. wurden von Arazi [5.1] un­

tersucht und sind Gegenstand dieses Abschnitts. 

FUr die lexikographische Ordnung der Elemente einer (NXN)-Matrix in einen 

Vektor der Ordnung N2= 2 2r hat man verschiedene Moglichkeiten. FUr N = 4x4 

zeigt Bild 5.4 einige Beispiele m6glicher Aneinanderreihungen. Ausgehend von 

der zeilenweisen Aneinanderreihung kann man nach Tabelle 3.1 verschiedene 

BEG-Umordnungen benutzen. Ob allerdings durch die lexikographischen Einord-



BEO(O) 

~ 
BEO(S) 

~ 
(a) (b) 

BEO(2) BEO(9) 

E ViM 
(e) (d) 

BEO(4) 

~ 
(e) 

Bild 5.4. Lexikographische Ordnung der Elemenle einer (4X4)-Malrix gemaB 

Tabelle 3.1: a) BEO(O). b) BEO(5). c) BEO(2). d) BEO(9). e) BEO(4) 
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nungen der Malrixelemenle in einen Veklor lalsachlich die Erzeugung der 2D­

Koe!fizienlen einer beslimmlen Transformalion erreichl wird. muB spaler na­

her unlersuchl werden (vgl. Abschnill 5.3). 

Zunachsl wird die zeilenweise Einordnung der Elemenle einer Dalenmalrix in 

elnen Veklor belrachtet [5.1]. Dazu blldet man elnen Vektor ~ der Ordnung N2 

aus einer Dalenmalrix [x] der Ordnung NXN. wobei das Malrixelemenl Xl) zum 

Veklorelemenl X IN +) wird. i.j = 0.1 ..... N-1. Es isl nun zu unlersuchen. ob 

und unler welchen Umslanden 

~ = [T] ~ (5.1) 

und gleichzeilig 
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[X] = [S] [x] [S] (5.2) 

gilt. Dabei ist [T] eine ID-Transformationsmatrix der Ordnung 22r X 22r und 

[S] eine (symmetrische) Transformationsmatrix der Ordnung 2 rx 2r. 

Die Beziehungen (5.1) und (5.2) sind genau dann gleichzeitig erflillt. wenn 

[T] [S] ® [S] (5.3) 

gilt [5.1]. wobei das Symbol ® das Kronecker-Produkt bezeichnet (vgl. Ab­

schnitt 3.3). In diesem Fall gilt [S][S] = ± mo[I] genau dann. wenn [T][T] = 
m2 . [I] mit m 1.2 ..... Die Beziehung (5.3) ist flir die Walsh-Hadamard-

Transformation erflillt. nicht jedoch flir Fourier-Transformation. Daraus 

folgt. daB die Koeffizienten einer 2D-(WHT)H der Ordnung 2 rx 2 r liber eine 

ID-(WHT)H der Lange 22r berechnet werden konnen und umgekehrt. wobei der Da­

tenvektor durch Konkatenation der Zeilen der Datenmatrix erzeugt wird. Ent­

sprechendes gilt nicht flir die DFT. denn (5.3) wird von Fourier-Matrizen 

nicht erflillt. Auch wenn die beiden Matrizen [S] in (5.3) durch irgendwelche 

andere Matrizen der Ordnung 2 r x 2 r ersetzt werden. ist eine zweidimensionale 

Berechnung einer ID-DFT nicht m6glich [5.1]. Umgekehrt kann man eine Matrix 

[T] angegeben. mit deren Hilfe man eine 2D-DFT der aneinandergereihten Da­

tenzeilen eindimensional berechnen kann (vgl. (5.3)). Die Matrix [S] ist in 

diesem Fall eine Fourier-Matrix. wahrend die Transformationsmatrix [T] flir 

die eindimensionale Transformation keine Fourier-Matrix ist. Ais Beispiel 

betrachten wir den Fall N=2. Daflir gilt 

[S(1)] 

[: V 1 
und [T(l)] [S(l)] ® [S(1)] 

v V 

1 V V 

V V V2 

mit V = exp(2r.j/2) = -1. Man beachte. daB [T(l)) reel! ist. wiihrend eine 

Fourier-Matrix gleicher Ordnung auch imaginare Elemente enthalt. 

Die hier beschriebene Prozedur benutzt die zeilenweise Aneinanderreihung der 

Matrixzeilen. urn den Datenvektor zu bilden. Man kann zeigen. daB auch die 

anderen im Bild 5.4 dargestel! ten Konkatenationen bei der (WHT) H zulassig 
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sind. Dies folgt aus der Tatsache, daB bei der (WHT}H keine Multiplikationen 

in den Knoten des SignaUlu13graphen vorgenonmen werden. In Abschnitt 5.3 

wird dargelegt, daB eine Anordnung der Matrixelemente im Vektor gemaB Bild 

5.4(e) fur die direkte Berechnung der Fourier-Koeffizienten besser eignet 

ist. 

5.2 Separierung in Zeilen- und SpaItentransformation 

Allgemein kann die diskrete zweidimensionale Transformation eines (NlX Nz )­

Arrays in der Form 

Nl-l N2-1 

X(kl,kz ) = L L x(nl,nZ}g(nl,n2,kl,k2) (5.4) 

nl=O n 2=O 

dargestell t werden. Dabei ist g(n l ,n2 ,kl ,k2 } der Transformationskern, der 

von den Laufindizes n l und n 2 des Objektbereichs sowie kl und k2 des Trans­

formationsbereichs abhangig ist. x(n l ,n2 } und X(k l ,k2 } sind die 2D-Objektda­

ten bzw. die 2D-Transformationskoe!fizienten. FUr die Riicktrans!ormation 

gilt entsprechend 

Nl-l Nz-l 

x(n l ,n2 } = L L X(kl,k2}g-l(nl,n2,kl,k2}· 
kl=O k 2=O 

Bei den in diesem Buch behandelten Orthogonaltransformationen sind die 

Transformationskerne separierbar, d.h. g(n l ,n2 ,k l ,k2 ) = gl(n l ,k l )g2(n2 ,k2 ). 

Wenn au13erdem Symmetrie in Bezug auf die Koordinatenrichtungen vorliegt, ist 

g(n,k} . 

Unter Voraussetzung der Separierbarkeit des Transformationskerns kann die 

2D-Trans!ormation in zwei Schritten berechnet werden (vgl. Bild 5.5) 

Nl-l N2-1 

(N lN2}-l L L x(n l ,n2 )g(n2 ,k2}! g(nl,k l }· (5.5) 

nl=O n 2 =O 

Die Reihenfolge der Summenbildung ist beliebig, d.h. es ist gleich, ob zu­

nachst die Koe!fizienten der Zeilen gebildet werden, und daraus die 2D-Koef­

fizienten, oder zuerst die Spaltenkoef!izienten. Selbstverstandlich gel ten 

die gleichen Uberlegungen auch fur die Riicktrans!ormation. 
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20-0aten Zeilen - Koeff. 20-Koeft 
• • • • • • 

Em • • • • ==> ==> • • • • • • • • 
• • • • 

Bild 5.5. Schematische Darstellung des Zeile/Spaite-Algorithmus' 

Von (5.5) ausgehend kann man eine Matrixschreibweise einfllhren. Es gilt nam­

lich [x(n l ,n 2 )][G(n 2 .k2 )] = [Zen! ,k 2 )]. wobei [Z] eine (N l xN 2 )-Matrix ist, 

die die Zeilenkoeffizienten enthal t. Die 2D-Koeffizienten erhal t man dann 

aus [X(k l ,k 2 )] = [G(n l ,k l )][Z(n l ,k2 )]. Eingesetzt folgt fur die 2D-Trans­

formation 

(5.6) 

wobei [X] und [x) die Koeffizientenrnatrix bzw. die Dalenrnatrix bezeichnen. 

Die Matrizen [G I ] und [G 2 ] sind die Transformationsmatrizen fur die Spalten­

bzw. Zeilentransformationen. Sie haben die GraBen N2 x N, bzw. NIX Nz . Ent­

sprechend gilt fur die Riicktransformation 

(5.7) 

wobei der Faktor (N 1N2 )-1 noch einzubeziehen ist. Die Gleichungen (5.6) und 

(5.7) setzen naturlich nichtsingulare Transformationsmatrizen voraus, was im 

Fall der Orthogonal transformation a priori gegeben ist. FUr quadratische Da­

tenarrays (N,= Nz ) wird [G,]=[Gz]=[G] und [G~I]=[G;l]=[Gl]. 

Als Beispiel fur eine zweidimensionale Transformation durch den Zeile/Spal­

te-Algorithmus benutzen wir einen einfachen Radix-2-Algorithmus fur 16 

Punkte, urn die DFT eines (4X4)-Arrays zu berechnen. 1m Bild 5.6(a) ist dies 

anhand eines SignaUluBgraphen illustriert. Die beiden ersten Iterationen 

generieren die Koeffizientensatze der Zeilen, die zu den Koeffizienten des 

gesamten (4X4)-Arrays weiterverarbeitet werden (vgl. Bild 5.6(b». Man be­

achte, daB 

(1) die Radix-2-Verknupfungen gemaB der Reihenfolge der Basisbilder von Bild 

5.14 gewahlt sind, und 
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(2) im Gegensatz zur direkten 2D-Transformation bereits nach der 2.Iteration 

komplexe Werte auftreten. 

Vorteilhaft bei den Zeile/Spaite-Algorithmen ist die Tatsache. dafi nur ein 

eindimensionaler Algorithmus benotigt wird. der zunachst auf die Zeilense­

quenzen und danach spaltenweise auf die Zeilen-Koeffizienten angewandt wird. 

bzw. umgekehrt. Das Verfahren erfordert aber i. allg. nach den ersten N 1D­

Transformationen eine Transponierung der Matrix. die die 1D-Koeffizienten 

enthalt. Obwohl es Algorithmen flir effiziente Transponierungen gibt [5.3]. 

wird durch die Transponierung der o.g. Vorteile u.U. aufgehoben oder gar ins 

Gegenteil verkehrt. Algorithmen. die ohne Transponierung auskommen (vgl. Ab­

schnitt 5.3). sind deshalb von grofiem Interesse. 

5.3 Direkte Berechnung der 2D-Koeffizienten 
aus der 2D-Datenmenge 

Die Notwendigkeit einer Transponierung der 1D-Koeffizientenmatrix. die den 

Zeile/Spaite-Algorithmen anhaftet. hat zur Entwicklung verschiedener Alga­

rithmen geflihrt. die diesen Nachteil vermeiden. Bei diesen werden die 2D-Ka­

effizienten aus der 2D-Datenmenge direkt. d.h. ohne Benutzung von Zeilen­

bzw. Spal tenkoeff i zienten berechnet. Das Grundpr inzip dieser Methoden be­

steht darin. das (NxN)-Datenfeld zunachst geeignet umzuordnen. hiervon die 

Koeffizienten aller (pXp)-Untermatrizen zu berechnen und diese rekursiv zu 

Koeffizientensatzen von (plXpl )-Untermatrizen zu verbinden. bis pi= N er­

reicht ist (i = 2.3 .... ). Indem man den Koeffizientensatz des gesamten 2D­

Arrays rekursiv aus den Koeffizienten von Subarrays aufbaut. kann die Trans­

ponierung geschickt in die einzelnen Iterationsschritte integriert werden. 

Daruberhinaus benotigen diese Algorithmen i. allg. weniger Multiplikationen 

mi t Konstanten. Ais Beispiele betrachlen wir in diesem Abschni t l die 2D­

(WHT)H und die 2D-FFT. Einzelheiten spezieller Algorithmen werden im Kapitel 

6 ausflihrlich dargestellt. 

Die Algorithmen zur direkten Berechnung von 2D-Transformationen berlicksich­

tigen die zweidimensionale Anordnung der Daten unmittelbar. Bild 5.7· illu­

striert dies an einem Beispiel. Ein (8x8)-Datenarray IXlJ! sei nach der i­

ten Zeile und der j-ten Spalte indiziert. Wir stellen uns das Array in vier 
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r -
x (00) x(Ol) x(02) x(03) x (04) x(05) x(06) x(07) 

x(10) x(l1) x(12) x(13) x (14) x(15) x(16) x(17) 

x(20) x (21) x (22) x (23) x (24) x(25) x(26) x(27) 

[x(3) 1 x (30) x(31) x(32) x(33) x (34) x(35) x(36) x(37) 

x (40) x (41) x (42) x (43) x (44) x(45) x (46) x(47) 

x(50) x(51) x(52) x(53) x(54) x(55) x(56) x(57) 

x (60) x (61) x(62) x(63) x (64) x(65) x (66) x (67) 

x(70) x(71) x(72) x(73) x(74) x (75) x (76) x(77) 
'- -

Bild 5.7. Hierarchische Aufteilung eines (8X8)-Arrays 

(4X4)-Arrays aufgeteilt vor. Diese seien wiederum jeweils in vier (2x2)-Ar­

rays aufgeteilt. bis man schlieBlich vier einzelne Datenwerte erhalt. Umge­

kehrt kann man sich das (8x8)-Array aufgebaut denken. indem zunachst sech­

zehn (2X2)-Arrays gebildet werden. aus diesen vier (4X4)-Arrays und daraus 

ein (8X8)-Array. Die Datenelemente x lj konnen ggf. durch eine Umsortierung 

aus der ursprlinglichen 2D-Datenmenge hervorgegangen sein (z.B. im Fall der 

DFT). Wir verwenden auBerdem die ID-Darstellung der 2D-Transformationen ge­

maB Abschnitt 5.1. 

Wir betrachten zunachst die direkte 2D-Walsh-Hadamard-Transformation 

[~(L)][x(L)][~(L)] 

L = 1.2 ..... N und N=2r. 

Die Datenmatrix [x(L)] wird in vier Untermatrizen [x l (L-l)] aufgeteilt. 

i = 0.1.2.3 

[xo(L-1)] [x1 (L-l)] 

(5.8) 

[x(L)] (5.9) 

[x 2 (L-1)] [x3 (L-1)] 

und in einen Vektor ~(L) eingeordnet 

~(L) (5.10) 
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Man beachte. daB die Vektoren 2 2r Elemente besitzen. Durch iterative Anwen-

dung von (5.9) und (5.10) erhalt man schlieBlich den geordneten Datenvektor. 

z.B. fur die Datenmatrix im Bild 5.7 

Es ist Leicht zu sehen. daB die unterteilte Datenmatrix (5.9) ein Aquivalent 

im Transformationsbereich der (WHT)H hat 

wobei 

[X(L)] [ 
[Xll(L-1)] 

[X21 (L-1)] 

[X12 (L-1)] ]. 

[X2z (L-1)] 

[X 1 I (L-1 ) ] [XwHo (L-1)] + [XWH1 (L-1)] 

[X 12 (L-1)] [XwHo(L-l)] - [X (L-1 )) WHI 
[X 21 (L-l)] [XwHo(L-l)] + [XWH1(L-l)] 

[X22 (L-1)] [XwHo (L-1)] + [XWHI (L-1)] 

(5.11) 

+ [XwHz (L-1)] + [XwH3 (L-1)] 

+ [XwH2 (L-1)] - [XwH3 (L-1)] 

[XwH2 (L-l)] + [XwH3 (L-1)] 

[XwH2 (L-1)] - [XwH3 (L-1)]. 

Unter Benutzung der Vektorschreibweise (5.10) kann diese Matrixgleichung urn­

geformt werden. Mit (5.8) bis (5.11) erhalt man 

~ = [~(1)]~[I(L-1)] ~wH(L). 

die in einen Vektor eingeordneten 2D-Koeffizienten der Ordnung L-1 sind. Da­

mit ist gezeigt. wie sich die (WHT)H-Koeffizienten L-ter Ordnung aus den Ko­

e!!izienten (L-l)-ter Ordnung beslirnnen lassen. 

Die Koe!!izienten des (NXN)-Arrays konnen also schrittweise aus den Koeffi­

zienten von 2D-Subarrays aufgebaut werden. Aus GrUnden der Ubersichtlichkeit 

beschranken wir uns in einem Beispiel auf ein (4X4)-Array. das wie im Bild 

5.8 angegeben indiziert sei. Den zugehorigen SignalfluBgraph zeigt Bild 5.9. 

Die oberen vier Datenwerte entsprechen dem (2X2)-Subarray oben links im Bild 

5.8. Nach zwei Iterationen ergeben sich in den oberen Speicherstellen die 
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xIOO) xlOl) x(02) x(03) 

xll0) xlll I xl121 x(13) 

x(20) x(21) x(22) xl231 

x(30) x1311 x(32) x(33) 

Bild 5.8. Indizierung eines (4x4)-Datenarrays 

x(OO) X(OO) 

x(01) X(01) 

x(10) X(10) 

x(11) X(11) 

x(02) X(02) 

x(03) X(03) 

x(12) X(12) 

x (13) X(13) 

x(20) X(20) 

x(21) X(21) 

x(30) X(30) 

x(31) X(3l1 

x(22) X(22) 

x(23) X(23) 

x(32) X(32) 

x(33) X(33) 
I I 

2K2-Koeffizienten 4x4-Koeffizienten 

Bild 5.9. SFG der WHT eines (4x4)-Datenarrays fur den direkten (hierarchi­

schen) Algorithmus 

Koeffizienten X2 (00) bis X2 (11) dieses Subarrays. Entsprechendes gilt fur 

die drei anderen Subarrays. Zur Verdeutlichung des Verfahrens betrachten wir 

die zugehorigen Basisbiider. Bild 5.10 zeigt die 2D-Basisfunktionen fur die 

vier Koeffizienten X2 (00) bis X2 (11) des ersten Subarrays aus Bild 5.8. Die 

sechzehn Basisbilder fUr die (4X4)-(WHT)H-Koeffizienten sind im Bild 5.11 



(j 
~~ 
gIOO) g101) 

Bild 5.10. (2X2)-Basisbilder g(k!,k2 ) der WHT 

nach Bild 5.9. schwarz: +1, weiB: -1 

gIO)) g102) 

~ ",11 ~ ,1121 

=~~~ 
g(20) g(21) g(23) 91221 

~ 
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Bild 5.11. (4X4)-Basisbilder g(k!,k 2 ) der WHT nach Bild 5.9, schwarz: +1. 

weif3: -1 

dargestellt. Hier ist zu erkennen. wie diese aus den Basisbildern der Subar­

rays durch Addition bzw. Subtraktion zusammengefugt sind. 

Urn eine entsprechende Entwicklung fur die DFT anzugeben, ist zunachst eine 

Umordnung der Datenelemente im Objektbereich vorzunehmen. Hierzu schreiben 

wir die 2D-DFT in Matrix!orm unter Benutzung der Bitumkehroperation BRO urn 
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[5.4]. Aus [Xt] = [F][x][F]. wobei [F] die (syrnmetrische) Fourier-Matrix 

isl. folgl mit 

DFT 

[F] = [IBRo][FBRo] eine rnodifizierle Darslellung der 2D-

mit (5.12 ) 

1m Gegensalz zur ursprlinglichen Dalenrnatrix [x] hal die urngeordnele Malrix 

[}Z] die Eigenschafl. daB sich aus ihrer Quadranlenzerlegung die 2D-Fourier­

Koeffizienten rekursiv errechnen lassen [5.4]. Hierzu fUhrl man eine ahnli­

che Zerlegungsprozedur von Dalen- und Transformationsmatrizen durch. wie 

oben fur die (WHT)H gezeigl wurde. Dabei ergeben sich wegen der Drehfakloren 

elwas kompliziertere Ausdrucke als bei der 2D-(WHT)H' 

Wir belrachlen nun. wie die Bilurnkehroperationen in (5.12) das Dalenarray 

urnordnen. Wie man sich leichl pnhand der BRG-Definition (vgl. Abschnilte 2.4 

und 3.4.3) uberzeugl. werden jeweils solche Dalenelemenle zu (2x2)-Nachbar­

schaflen zusammengefaBl. die ursprlinglich urn 2i Schritle in horizonlaler und 

verlikaler Richlung auseinander lagen (i = 1.2 ... ). Bild 5.12 dernonslrierl 

wie die Elemenle im einfachslen Fall (i=1) zu verlauschen sind. Dabei bedeu­

ten die Doppellinien. daB die verbundenen Elemente durch zwei Schmeller­

lingsileralionen zusammenzufassen sind. Ein (4x4)-SignalfluBgraph. der eine 

direkle Transformalion leislel. isl im Bild 5.13 angegeben. Die Indizierung 

enlsprichl der Anordnung gemaB Bild 5.S. 1m SFG sind auch die Multiplikatio­

nen mil den Drehfakloren angegeben. deren Ermilliung an dieser Slelle nichl 

weiler diskulierl wird (vgl. hierzu Abschnitt 6). Wir bemerken jedoch. daB 

die Mulliplikalionen nach jeweils zwei Ileration in den Knolen erfolgen. und 

ihre Anzahl urn ein Viertel geringer isl als beim Zeile/Spalte-Algorithrnus 

(vgl. Bild 5.6). 

20-0aten Koeff. 2. Ordn. 20- Koeff. 

• • • • 
• • • • 
• • • • 
• • • • 

Bild 5.12. Schemalische Darstellung einer direkten 2D-Transforrnalion mil 

urnsortierten Objektdaten 
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x(O 0) X(OO) 

x (02) X(O 1) 

x (2 0) X(10) 

x(22) X( 11) 

x (01) X(O 2) 

x(O 3) X(03) 

x(21l X(12) 

x( 23) X(13) 

x(1 0) X(20) 

x(12 ) X( 21) 

xU 0) X( 3 0) 

x (32) X(3.1) 

x ( 11 ) X( 2 2) 

x( 13) X( 2 3) 

x( 31) X(32) 

x (33) X(33) 

Bild 5.13. SFG der FFT eines (4X4)-Arrays fur die direkte 2D-Transformation 

mit umsortierten Objektdaten 

Zum Vergleich mit der 2D-(WHT)H geben wir auch fur dieses Beispiel die Ba­

sisbilder an (Bild 5.14). Man beachte. daB die Basisbilder fur die (umsor­

tierten) (2x2)-Subarrays gleich denen der (reellen) (WHT)H sind. d.h. durch 

Bild 5.10 gegeben sind. Durch Multiplikationen in den Knoten und die folgen­

den beiden Iterationen werden daraus die (4x4)-Basisbilder gemaB Bild 5.14 

(in Ubereinstimmung mit dem SFG BUd 5.6) erzeugt. Auf dem in diesem Ab­

schnitt dargestellten Prinzip beruhen eine Reihe von 2D-Algorithmen. die im 

Kapitel 6 noch ausflihrlich dargestellt werden ([5.5] bis [5.8]). 

5.4 Berechnung aus 2D-Koeffizienten niedrigerer Ordnung 

1m Abschnitt 5.3 haben wir ein Verfahren vorgestellt. bei dem die 2D-Koe!!i­

zienten aus den Koe!!izienten von irgendwelchen durch Umordnung entstandenen 

2D-Subarrays gewonnen werden. FUr den Fall der 2D-(WHT)H ergab sich dabei. 
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g(OO) g(02) g(O 1) g(031 

111111 
=~~~ 
mi1~!1 
g(30) 91321 9(31) g(331 

.~.~ 
Bild 5 . 14. (4X4)-Basisbilder g(k!.k2 ) der DFT nach Bild 5 . 13 und Bild 5.6 

daB keine Umordnung benotigt wird und sich die Koeffizienten eines Arrays 

beliebiger Ordnung aus den Koeffizienten seiner eignen Subarrays bestimmen 

lassen (vgl. Bild 5 . 15). Eine solche Transformation nennen wir hierarchisch. 

Es ist Ieicht einzusehen. dan dieses Prinzip nur dann anwendbar ist. wenn 

die Transformationsrnatrix durch eine Kronecker-Potenz (vgl. Abschnitt 3.3) 

darstellbar ist. Deshalb ist die hierarchische Transformation unter den hier 

behandeiten OrthogonaltransIormationen auf die (~~)H beschrankt. 

In der digitalen Bildverarbeitung. speziell bei der Bildkodierung karm es 

von Vorteil sein. die Translormationsblocke schrittweise zu vergroBern wie 
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20-0aten 2x2- Koeff 20- Koeff 

• • • • 0 0 • • • • ==> ==> EE§ • • • • 0 0 • • • • 

Bild 5.15. Schematische Darstellung 

Trans forma tionsblocke 

(lo92N1- te ordn.I .... __ N--:-X_N __ ..J 

! WHT 

Gesamtbild 

IN-1J x IN-11 

16 x 16 

! WHT 

8 x 8 

! WHT 

4 x 4 

! WHT 

2.0rdn·1 
'--__ ;--_--1 

2 x 2 

! WHT 

1. Ordn. L.I __ -. __ --I 

1 x Pixel 

einer hierarchischen Transformation 

Bild 5.16. Schematische Darstellung 

von WHT-Transformationsblocken 
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2D-Daten 

• • • • 
• • • • WHT 

• • • • 
• • • • 

WHT - Keeff. 
1. Ordn. 

WHT - Keeff. 
2.0rdn. 

e===e 

-===-
-===-
e===e 

e==e 

D -===- WHT 

e==e I-- r' 

0 v, 
e==e 

C[f 
= = 
= = 
= = 
= = 

T -Keeff. 
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Bild 5.17. Schrittweise Berechnung von T-Koeffizienten tiber eine hierarchi­

sche WHT 

es Bild 5.16 zeigt [5.9]. Verwendet man die (WHT)H' so lassen sich die Bild­

elemente (Pixel) in den Iterationen schrittweise zu Koeffizienten immer gro­

Berer Unterbilder verkntipfen. Da der (WHT)H wegen ihrer einfachen Basisfunk­

tionen gewisse Nachteile anhaften. andere gUnstigere Transformationen jedoch 

keinen hierarchischen Aufbau zulassen. bietet sich ein KompromiB an. Hierfur 

werden die Daten hierarchisch zu 2D-(WHT)H-Koeffizienten steigender Ordnung 

verarbei tet. und aus diesen j eweils die 2D-Koeff i zienten der gewUnschten 

Transformation errechnet. Bild 5.17 stellt einen solchen Verarbeitungsvor­

gang schematisch dar. Wir werden im Abschnitt 6.4.2 eine solche Methode vor­

stellen. 



6 Algorithmen zweidimensionalerTransformationen 

6.1 Algorithmen flir die 2D-Walsh-Transformation 

1m Abschnitt 4.1 haben wir die eindimensionale diskrete Walsfr-Transformation 

(DWHT) behandelt und dabei gesehen, daB die Operationen fur die DWHT nur aus 

Additionen bzw. Subtraktionen bestehen. Da keine Multiplikationen benotigt 

werden, bietet sich die WHT fur groBe Datenmengen, wie z.B. Bilder, beson­

ders an. AuBerdem kann man die DWHT auch als Zwischenschritt zur Gewinnung 

von anderen Transformationen wie z.B. der DFT und der DCT benutzen. Deswegen 

ist es notwendig, Algorithmen fur die zweidimensionale DWHT zu diskutieren. 

Die zweidimensionale WHT einer (NXN)-Datenmatrix ist gegeben durch [2.7] 1) 

N-1 N-1 
L: L: x(n l ,n2 )(_1)<nl,kl>+<n2,k2> 

nl=O n 2=0 

mit der inversen Transformation 

und 

N-1 N-1 

x(n 1 ,n2 ) = N- 2 L: L: XwH (k 1 ,k2 )(-1)<nl,kl>+<n2,k2> 

k1=O k 2=0 

r-1 

<n1,k 1> = L: VmUm, 
r=O 

i 1,2. 

(6.1) 

(6.2) 

FUr die nichtnegati ven ganzen Zahlen k und n gel ten dabei die eindeutigen 

Dualzahldarstellungen (2.5). 

1) Aus drucktechnischen GrUnden werden Indizes der Exponenten 

au! der (hochgestellten) Zeile geschrieben. 
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Es sind verschiedene Algori thmen flir die zweidimensionale DWHT entwickelt 

worden. z .B. der Zeile/Spalte-Algorithmus. der im Abschnitt 5.2 angegeben 

ist. die Zurlickfiihrung auf die eindimensionale DWHT (vgl. Abschni t t 5.1). 

die hierarchische Transformation usw. In diesem Abschnitt wird die Zurlick­

fiihrung auf eine eindimensionale DWHT nicht weiter diskutiert. Ein Beispiel 

flir die Anwendung dieses Verfahrens auf die WHT (z.B. flir den Fall NXN=4X4) 

ist im Bild 6.1 dargestellt. 

'Q 'A 
b B 
c ( 
d 0 
e E 

a b c d f F A E I H 
in 1-0 9 G in 2-0 e f 9 h umg.ordn.~ h WH- Transf. H umgeordne~ 8 F J N 

i 
.. 

i j k I I ( G K 0 
m n 0 p j J 

0 H l P k K 
I l 
m M 
n N 
0 0 p cL -

Bild 6.1. ID-WHT von lexikographisch sortierten 2D-Daten 

Es kann zweckmaBig sein. eine 2D-Transformation liber die Transformierten von 

Subarrays zu erzeugen. Flir eine Transformation von NXN Elementen konnte man 

aber auch einen Algorithmus benutzen. wie ihn Bild 5.16 zeigt. 1m Fall der 

WHT ist eine hierarchische Koeffizientenerzeugung mOglich (vgl. Abschnitt 

5.4). wobei die Koe!fizienten jedes Arrays aus den Koeffizienten seiner 

eigenen Subarrays errechnet werden. 

Die konkrete Prozedur der hierarchischen Transformation !ur die Walsh-Hada-

mard-Transformation stellt sich wie !olgt dar: 

Die zu trans!ormierenden Daten [x(n t .n2 )] seien in Matrix!orm gegeben: 

x(D.D) 

x(I.D) 

x(D.l) 

x( 1. 1) 

x(D.N2 -1) 

x(1.N2-1) 
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Man spalte sowohl die Datenmatrix als auch die Trans!ormationsmatrix in je­

weils vier Quadranten auf: 

[b (n I • n 2 )] j. 
[d(nl ·n2 )] 

Diese vier Teile werden rekursiv wei ter in jeweils vier Quadranten au!ge­

teilt. bis die Ordnung der zu trans!ormierenden Matrizen nur noch 2x2 ist. 

d.h. 

a(n l ·n2) o ~ n l .n2~ (N/2)-1 

1 
b(n l .n2 -(N/2» o ~ n 1 ~ (N/2)-1. und (N/2) 

x(n j .n2) 

c(n l-(N/2).n2) o ~ n2 ~ (N/2)-1. und (N/2) 

d(n l-(N/2).n2-(N/2» (N/2) ~ n l ,n2 ~ N-l. 

Dabei hat man aus (6.1) und (6.2) 

(N/2)-1 (N/2)-1 
X ( k k) \' \' ( ) (_1)<nl.kl>+<n2,k2> 

\I'M l' 2 = L., L., x n l ,n2 

n1=O n 2=O 

(N/2)-1 N-l 
+ I: I: x(n l ,n2) (_1)<nl.kl>+<n2.k2> 

n1=O n2=(N/2) 

(N/2)-1 
I: x(n1 ,n2) 

n 2 =O 

(_1)<nl.kl>+<n2.k2> 

mit 

N-l 
I: x(n l ,n2) 

n 2=(N/2) 

(N/2)-1 (N/2)-1 

(_1)<nl.kl>+<n2.k2> 

I: I: abcd(n l .n2) 
n1=O n 2=O 

~ n 2 ~ N-l 

(6.3) 

~ n 1 ~ N-l 

(6.4) 
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+ d(n
1

,n2)(_1)<kl,(N/2»+<k2,(N/2» I (_1)<kl,nl>+<k2,n2>. 

1m Trans!ormationsbereich ergeben sich !olgende Beziehungen: 

(N/2)-1 

L 
n =0 

1 

(N/2)-1 

L 
n =0 

1 

(N/2)-1 

L 
n =0 

1 

(N/2)-1 

L 
n =0 

1 

(N/2)-1 
L la(nl,n2)+b(nl,n2)+c(nl,n2)+d(nl,n2)1(-1)<kl,nl>+<k2,n2>, 

n =0 
2 

(N/2)-1 
~ la(n n )-b(n n )+c(n n )-d( )!(_1)<kl.nl>+<k2.n2> 
L..., l' 2 l' 2 l' 2 n 1 ,n2 I ' 

n 2 =0 

(N/2)-1 
~ la(n n )+b(n n )-c(n n )-d( n )!(_1)<kl.nl>+<k2.n2> 
L..., l' 2 l' 2 l' 2 n 1 • 2 I • 

n 2 =O 

(N/2)-1 
L la(nl,n2)-b(nl,n2)-c(nl,n2)+d(nl,n2)!(-1)<kl,nl>+<k2,n2>. 

n 2 =O 

Damit kann der Zusammenhang zwischen Objekt- und Trans!ormationsbereich ge­

maa Bild 6.2 verallgemeinert werden. 

Wir k6nnen auch die Matrixdarstellung zur Erlauterung des Algorithmus' be­

nutzen. Wie bereits mehr!ach erwahnt. kann die Hadamard-Matrix h6herer Ord-

0 A=(o+b+c+d)·1 A 

b B =(o-b+c-d)·1 B Bild 6.2. Beziehung zwischen 

c ( =(o+b-c-d)·1 ( Objekt- und Transformations-

d o =(o-b-c+d)·1 0 bereich bei der WHT 

(vereinfachter Schmette~ling) 
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nung aus Matrizen niedrigerer Ordnung erzeugt werden. Dazu schreiben wir die 

zweidimensionale DWHT in Matrixform als 

[XWH(L)] = 
[HH(L-1)] 

[~(L-1)] 

[~(L-1) ]] 

-[~(L-1)] [Q21 (L-1)] 

[Q12(L-1)]] [[~(L-1)] [~(L-1)]]T 

[Q22(L-1)] [~(L-1)] -[~(L-1)] 

Mit den AbkUrzungen CUll] erhalt man 

wobei [U11 (L-1)] 

[U12 (L-1)] 

[U21 (L-1 )] 

[U22 (L-1)] 

[U21 (L-1)] 

[U 1 2 (L-1)] ]. 

[U22 (L-1)] 

[XWH11(L-1)]+[XWH12(L-1)]+[XWH21(L-1)]+[XWH22(L-1)]. 

[XWHll(L-1)]-[XWH12(L-1)]+[XWH21(L-1)]-[XWH22(L-1)]. 

[XWH11(L-1)]+[XWH12(L-1)]-[XWH21(L-1)]-[XWH22(L-1)]. 

[XWHll(L-1)]-[XWH12(L-1)]-[XWH21(L-1)]+[XWH22(L-l)]. 

(6.5) 

In dieser Weise kann die zweidimensionale DWHT unter Verwendung der oben be­

schriebenen Methode hierarchisch ausgeflihrt werden. 

Wie im Kapitel 5 dargelegt wurde. kann elne zweidlmensionale DWHT durch drei 

Arten von Algorithmen ausgeflihrt werden. namlich mit dem Zeile/Spalte-Algo­

rithmus. mit dem hierarchischen Algorithmus und durch Zuruckflihrung auf eine 

eindimensionale DWHT. Wegen des Fehlens von Multiplikatoren (z.B. Drehfakto­

ren) bei der WHT unterscheiden sich die SignalfluBgraphen der Methoden nicht 

auffallend. Es handelt sich jedoch urn unterschiedliche Ansatze. die auch fur 

andere 2D-Transformationen von Bedeutung sind. Zur Veranschaulichung stellen 

wir hier diese drei Algorithmen fur den Fall NXN = 4X4 zusammen: 

(1) Der Zeile/Spalte-Algorithmus: Zweimalige Anwendung der eindimensionalen 

DWHT (BUd 5.5). Dargestell t in der Form der Transformationsmatrizen 

wird die zweidimensionale DWHT XwH (k j .k2 ) wie folgt ausgeflihrt: 

Zeilenkoeffizienten: ([X][H~][H~]). 
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(4X4)-Koeffizienten: [XWH ]' 

Dabei ist [H~] eine (schwach besetzte) Matrix. die benachbarte Zeilen­

elemente transformiert. [H~] bildet hieraus die Koeffizienten der 4 Ele­

mente langen Zeilen. [H~] generiert die Koef!izienten von Zeilenpaaren 

und [H~] erzeugt hieraus die (4X4)-W!IT-Koeffizienten. Falls man [H~] 

[H~] [x] zuerst bildet. erfolgt die 2D-Trans!ormation tiber die Spal­

tenkoe!!izienten. 

(2) Der hierarchische Algorithmus: Gewinnung der 2D-Trans!ormation aus den 

Trans!ormationskoe!fizienten der Unterbilder (vgl. Bild 5.15). Die zwei­

dimensionale DWHT XwH (k 1 .k2 ) in der Form der Trans!ormationsmatrizen 

dargestellt ergibt sich dann wie folgt: 

(2X2)-Koeffizienten: ([H2) [x) [H2 ]). 
2 1 

(4X4)-Koeffizienten: [XWH )' 

(3) Zuriick!iihrung auf eine eindimensionale DW~. d.h. Erzeugung der zweidi­

mensionalen DWHT-Koef!izienten aus den in einen Vektor eingeordneten Da­

ten (vgl. Bild 6.1) Abgesehen von der im Bild 6.1 dargestellten Anord­

nung gibt es noch weitere Moglichkeiten der Einordnung (vgl. Abschnitt 

5.1). Die Riickfiihrung au! eine 1D-Trans!ormation ist wegen der fehlenden 

Gewichts!aktoren bei der WHT besonders ein!ach und kann deshalb auch mit 

den unter (1) und (2) beschriebenen Methoden verbunden werden. Die 1D­

WHT eines zweidimensionalen Datensatzes [x] ist dann (vgl. Abschni tt 

5.1) 

~WH [~(4)]~. 

wobei [HH(4)] = [H4] die Hadamard-Matrix der Ordnung 24 ist und ~ und 

~WH die lexikographisch geordneten Vektoren des zweidimensionalen Ob-­

jekt- und des 2D-Trans!ormationsbereichs. 
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6.2 Algorithmen fUr die 2D-Fourier-Transformation 

Die DFT der zweidimensionalen Funktion x(n1 .n2 ) wird als X, (k1 .k2 ) defi­

niert: 

x(D.D) 

x(l.D) 

x(D.l) 

x( 1. 1) 

x(O.N2-1) 

x(1.N2 -1) 

(6.6) 

Die zweidimensionale diskrete Fourier-Transformation ist ein Spezialfall der 

allgemeinen 2D-Transformation (5.4) mit dem Transformationskern 

Gleichung (5.6) entsprechend lii13t sich die diskrete 2D-Four ier-Transfor­

mierte auch in der Form 

schreiben. Entsprechendes gilt auch flir die Rlicktransformation. Weil 

ist. ergibt sich die inverse diskrete 2D-Fourier-Transformation mit (6.7) in 

folgender Form 
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In Summenform lautet das Transformationspaar 

N -1 
1 

X t (k l ,kz ) = z::: 
n=O 

1 

Nz-1 

z::: x(n l ,nz ) Wklnl Wk2n2 

n =0 z 
Nl N2 

1 
N2-1 

z::: Xt (k l ,kz ) 

nz=O 

W-n1kl W-nZkZ. 
N 1 NZ 

FUr den Spezialfall N\= N 2 = N betrachten wir einige wichtige Eigenschaften 

der 2D--DFT: 

(1) 2D--Periodizitat: 

mit p, q = ±1,±2.±3, .... 

(2) Separierbarkeit: Aus der Definition der 2D--DFT folgt 

N-1 N-1 

Xt(k l ,kz ) = z::: exp«-j2rrkln\)/N) z::: x(n l ,nz )exp«-j2r.kzn z )/N)· 

Setzt man 

n\=O n 2 =O 

N-1 

z::: x(n l ,nz )exp«-j2nk2 n 2 )/N) 
n 2 =O 

so kann (6.8) als 

N-1 

Xt(k1,kz ) =z::: x(n\,k 2 )exp«-j2nn l k l )!N)· 
n=O 

1 

geschrieben werden. 

(3) 2D--Faltungstheorem: 

(6.8) 

Die Faltung der beiden zweidimensionalen Funktionen x 1 (n l ,n2 ) und 

x 2 (n 1 ,n2 ) ist wie folgt definiert 



NI -1 

xl(nl,n2)**x2(nl,n2) = I: 
ml=O 

N2-1 

I: Xl (ml,m2)x2(nl-ml,n2-m2) 
m2 =O 

wobei " •• " die zweidimensionale Faltungsoperation symbolisiert. Das Fal­

tungstheorem fur die 2D-DFT lautet 

6 .2 . 1 Z e i 1 e / Spa 1 t e - A 1 go r i t hmu s de r DFT 
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Die Idee der Zeile/Spalte-Algorithmen wird anschaulich, wenn man zweidimen­

sionale separierbare Transiormationen betrachtet, deren Basisfunktionen Pro­

dukte eindimensionaler Basis!unktionen sind (vgl. z.B. Bild 5.11 und Bild 

5.14). Wegen der Separierbarkeit der zweidimensionalen DFT laBt sich diese 

also in zwei eindimensionale DFT zerlegen und durch zweimalige Anwendung der 

eindimensionalen FFT-Algorithmen darstellen. Dieses Verfahren wird fUr N=4 

durch Bild 6.3 veranschaulicht. 

---nz 
10 -OFT 

---kz 

X X X X Z Z Z Z 

nl X X X X nl Z Z Z Z r. Satze yon je r. 
X X X X Z Z Z Z Zeilenkoef fizienten 

X X X X Z Z Z Z 

r."r.-Oatenfeld 

10 -OFT 

-k z 

K K K K 

kl K K K K 1 Satz yon 16 
K K K K 20 -Koeffizienten 

K K K K 

Bild 6.3. Durch!Uhrung des Zeile/Spalte-Algorithmus', nach [2.15] 
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Zur Berechnung durch zweimalige Anwendung der eindimensionalen Fourier­

Transformation betrachte man zuerst die innere Summation in (6.6). die gege­

ben ist durch 

N -1 
2 

= L: x(n1 ·n2 ) 

n =0 
2 

Wk2n2 
N2 

x(n1.0)+x(n l .1)W~~+ ... +x(nl.N2-1)W~~2-1)k2. 

(6.9) 

Man beachte. daB die Gleichung (6.9) die diskrete Fourier-Transformierte der 

Spalten n 2 der Datenmatrix [x(n1 .n2)] ist. Man kann dann wie folgt weiter 

verfahren. Die Berechnung von (6.9) fur alle Werte n 1= 0.1 ..... N1-l ergibt 

eine neue Matrix 

X(O.O) 

X(I.O) 

X(2.0) 

X(O.l) 

X(l.l) 

X(2.1) 

Substitution von (6.9) in (6.7) flihrt zu 

N1-I 

X t (k1 .k2 ) = L: X(n 1 ·k2 ) 

n1=O 

Wk1n1 
Nl • 

X(0.N2-1) 

X(1.N2-1) 

X(2.N2-1) 

(6.10 ) 

Man kann also einen lD-Algorithmus (z.B. den Cooley-Tukey-Algorithmus. vgl. 

Abschnitt 4.2.1) zweimal anwenden. urn die 2D-FFT zu berechnen. Dabei ist je­

doch zu beachten. daB die Anwendung von (6.10) auf Daten in einem Massen­

speicher. der zeilenweise organisiert ist. eine Transponierung erfordert. 

Matrixtransponieren und groBe I/o-Bandbreite sind zwei Hauptprobleme bei der 

Anwendung des Zeile/Spalte- (oder Spalte/Zeile-) Algorithmus·. Deshalb ist 

die Moglichkei t der Datenabspeicherung im Hauptspeicher entscheidend fur 

eine schnelle Durchfiihrung des Algorithmus·. Es ist anzustreben. das Matrix­

transponieren zu vermeiden. und den Datenverkehr zwischen dem Hauptspeicher 

und dem Massenspeicher zu minimieren. 
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FUr viele Anwendungsfalle ist die Datenmatrix in einem Massenspeicher abge­

speichert. z.B. auf einer Festplatte oder auf einem Band. wo die leicht er­

reichbare kleinste Datenmenge eine vollstandige Zeile ist. Diese Art der Da­

tenabspeicherung erleichtert die Verarbeitung der eindimensionalen Daten. 

aber behindert die Verarbeitung von mehrdimensionalen Daten. 

Konventionelle zweidimensionale FFT-Algorithmen werden sehr langsam. wenn 

die Matrixordnung so groB ist. daB sie nicht im Hauptspeicher gehalten wer­

den kann. Eine derartige Situation erfordert dann. die Matrix zu transponie­

reno Die in den folgenden Abschnitten herzuleitenden Algorithmen wurden ent­

worfen. urn die Notwendigkeit des Transponierens zu beseitigen. 

Eine Matrix auf einer Festplatte zu transponieren. hat namlich manche Nach­

teile. Einerseits wird betrachtliche Zeit benotigt. urn die Transposition 

auszufUhren. Anderersei ts sind die Endergebnisse in transponierter Form. 

Dies bedingt im allgemeinen eine weitere Transponierung. urn die Daten in 

Zeilenform fur die Ausgabe urnzusetzen. 

6.2.2 Vektor-Radix-Algori thmus der DFT 

Die genannten Nachteile des Zeile/Spalte-Algorithmus' haben zur Entwicklung 

von Methoden gefUhrt. die direkt auf der 2D-Datenmenge oper ieren und auf 

diese Weise eine Transponierung von (Zwischen-)Ergebnissen entbehrlich ma­

chen. Daruberhinaus ergeben diese Algorithmen eine Einsparung im Rechenauf­

wand. 

Die diskrete Berechnung der DFT aus der 2D-Datenmenge geht auf Arbeiten von 

G.E. Rivard [5.5] zuruck. Diese in etwas ungewohnter mathematischer Darstel­

lung gehaltenen Ergebnisse wurden spater fur allgemeine Radizes und nicht­

quadratische Datenarrays verallgemeinert [5.6) und mit dem Namen Vektor-Ra­

dix-Algorithmus (VR) belegt. Dabei deutet der Name darauf hin. daB fur die 

verschiedenen Dimensionen unterschiedliche Radizes verwendet werden (kon­

nen) . 

1m Gegensatz zum Zeile/Spalte-Algorithmus werden bei den direkten 2D-Algo­

rithmen zweidimensionale Subarrays transformiert und deren 2D-Koeffizienten 
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rekursi v zu KoeU i zienten hoherer Ordnung verarbei tet. Dieses Pr inzip wird 

hier zunachst allgemein dargestellt [5.6]. Dazu seien RI und Rz Radizes der­

art. daB NIIRI = QI und NzIR2 = Qz. wobel QI und Q2 naturliche Zahlen sind. 

Mit den Substitutionen 

n l = RI ql + u l . n 2 = R2q 2 + u z ' 

ql 0.1·····QI-1 . qa 0.1·····Qa-1 . 

folgt aus (6.6) 

Ra-l QI-1 RI-l Q2-1 

Xt(kl·ka ) = L L L 
ql=O ul=O q 2=O 

L X(Rlql+UI·R2q2+U2) 
ua=O 

Wkl (Rlql+UI)WkZ (R2q2+u2) 
NI Na . 

Unter Beachtung von 

Wkl (Rlql+ul) = Wkl ql Wklul 
N I ClI NI und WkZ(RZqZ+u2) = WkZq2 Wk2u2 

NZ CIa Ha 

erhalt man 

~ WklUI Wk2u2 XUlu2 (k k) L" NI Ha ClIC12 I' Z . (6.11) 

ul=O ua=O 

wobei QI-1 Qa-1 

X~II~a2(kl.ka) = ~ ~ x(R q +u .R q +u )Wklqlwk2qa. 
~ ~ L" L" I I I 2 2 2 Cli Cl2 (6.12) 

ql=O qa=O 

Die Gleichungen (6.11) und (6.12) stellen die DFT eines (QIXQ2)-Arrays dar. 

Eine entsprechende Substitution flir den Transiormationsbereich mit 

kl = PI + VIQI' 

PI O.l·····QI-l . 

ergibt RI-l 

X(Pl+VIQI·PZ+v2QZ) = L 
ul=O 

P2 + v 2 Q2' 

0.1. .... Qz-1. 

0.1 ..... Rz-1 

RZ-1 
~W(PI+v1C1I)U1W(P2+vZClZ)U2XU1U2(p +v Q P +v Q ) 
L" N1 HZ ClIQ2 1 I l' Z Z 2 . 

u 2=O 



Ferner gilt 

w( P I + v I Q I) u I 
Nl 

wP1u! WvlUI 
Nl Rl 

und W(p2+V2 Q2)U2 = WP2u2 Wv2u2 
N2 N2 R2 

sowie wegen der Periodizitat der (QIXQ2)-Punkte-DFT: 
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Mi t diesen Gleichungen folgt die allgemein giil tige Beziehung fur einen 

Schrnetterling: 

R -1 
I 

X(PI+v IQI·P2+v 2Q2) =L 
u =0 

I 

R2 -1 
'\' Wv1u1 Wv2u2 
W Rl R2 

(6.13 ) 
U =0 

2 

Die Interpretation dieses Ausdrucks zeigt. daB es insgesamt Ql Q2 Schrnetter­

linge gibt. die RIR2 Werte berechnen. Die Eingangswerte werden mit den in 

eckigen Klammern angegebenen Drehfaktoren vormultipliziert. Die geschweiften 

Klammern bezeichnen die 2D-DFT der Ordnung RI R2 • Das Produkt der Drehfakto­

ren (in geschweiften Klammern) kann vorab berechnet und abgespeichert wer­

den. was einen bedeutenden rechentechnischen Vorteil bietet. 

Ein Grundschrnetterling fur den Fall Rl = R2= 2 ist in Bild 6.4 dargestellt. 

FUr diesen Fall reduziert sich (6.13) au.!. 

'\' (_1)VI U I+v2u2 lWNP lul+ P 2u2 Xulu2 ( )1 
w (N/2)(N/2) PI·P2 

u l =<> u 2=<> 

0.1 ..... (N/2)-1 und v!. v 2 0.1. 

Die Struktur im Bild 6.4 hat eine minimale Anzahl der Operationen. Der zuge­

horige FluBgraph des Algorithmus' ist im Bild 6.5 dargestellt. Tabelle 6.1 

gibt die Anzahl der Multiplikationen und der Plattenzugriffe (falls erfor­

derlich) fur die Vektor-Radix-Methode (VR) und die Zeile/Spalte-Zerlegung 

(ZS) fur verschiedene Radizes und N=2 r an. 

FUr die weitere Darstellung der diskreten 2D-DFT folgen wir [5.7] und [5.8]. 

Wir erinnern zunachst an die Definition der zweidimensionalen DFT 
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Bild 6.4. Schmetterling fur den Vektor-Radix-Algorithmus. nach [5.6J 

x{O,O) X,tO,O) 

x{O,2) X, to,1) 

x{O,1) X,{O,2) 

x{O,3) X,to,3) 

x{2,O) X,{1,O) 

x{2.2) X,{ 1,1) 

x{2,1) X,t 1.2) 

x{2,3) X,{1,3) 

x{ 1,0) X,t2,O) 

x{1,2) X,{2,1) 

x{ 1,1) X,t2,2) 

x{1,3) X,t2,3) 

x{3,O) X,D,O) 

x{3,2) X,{3,1) 

x{3,1) X,D,2) 

x{3,3) X,{3,3) 

Bild 6.5. SFG einer (4x4)-VR-FFT. Die Ziffern bezeichnen die Exponenten der 

Drehfaktoren, nach [5.6J 



Tabelle 6.1. Anzahl der Multiplikationen fur verschiedene 
(NXN}-DFT-Algorithmen (N=2r) [5.6] 

FFT-Typ 

VR 
VR 
VR 

RC 
RC 
RC 
RC 

FFT-Typ 

VR 
VR 
VR 

RC 
RC 
RC 
RC 

FFT-Typ 

VR 
VR 
VR 

RC 
RC 
RC 
RC 

Radix 

2x2 
4X4 
8x8 

2 
4 
8 

16 

Radix 

2x2 
4X4 
8x8 

2 
4 
8 

16 

Radix 

2x2 
4X4 
8X8 

2 
4 
8 

16 

Nj-l N2 -1 

Plattenzugriffe 

2 4 8 16 

r+1 (r/2}+1 
(r/2}+1 

(r/3)+1 
(r/3}+1 
(r/3}+1 

(r/4}+1 
(r/4}+1 
(r/4}+1 

r 
r 
r 
r 

r/2 
r/2 
r/2 
r/2 

r/3 
r/3 
r/3 
r/3 

r/4 
r/4 
r/4 
r/4 

Multiplikationen 
je Schmetterling 

Anzahl der 
Schmetterlinge 

3+0 
15+0 
63+24 

1+0 
3+0 
7+2 

15+9 

Gesamtzahl der 
Multiplikationen 

(3/4}N 2 (r-1) 
(15/32}N 2 (r-2) 
(29/64}N 2 (r-(63/29}) 

N 2 (r-1) 
(3/4)N 2 (r-2) 
(3/4}N 2 (r-(7/3)} 
(3/4}N 2 (r-(5/2}) 

(1/4}N 2 r 
(1/32}N 2 r 

(1/192)N 2 r 

N 2 r 

(1/4)N 2 r 
(1/12}N 2 r 
(1/32}N 2 r 

Verhaltnis 

0,75 
0,426 
0,405 

1,00 
0,682 
0,659 
0,648 

X r (k j ,k2} = I: I:x(nj,n2}W~:kj W~~k2. 
nj=O n 2=0 
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1m folgenden beschranken wir uns au! die Betrachtung von Radix-2-Algorith­

men. Weil Nj und N2 dann Potenzen von 2 sind, kann jede der Summen in zwei 

Teile mit der gleichen Anzahl von Gliedern au!geteilt werden. Die zweidimen­

sionale DFT wird nun in Matrixform geschrieben. Die Matrix [x(n j ,n 2 )] kann 
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in vier Untermatrizen [a(n 1 ,nZ)]' [b(n 1 ,nZ»)' [c(n 1 ,nZ)] und [d(n1 ,nZ)] zer­

legt werden, d.h. 

Dann haben wir 

a(n 1 ,n2) 

l 
b(n 1 ,nZ-(N/2» 

x(n 1 ,n2 ) 

c(n 1-(N/2),n2 ) 

[b(n 1 ,n2)]]. 

[d(n 1 ,n2») 

o ~ n 1 ,n2 ~ (N/2)-1 

o ~ n 1 ~ (N/2)-l, und 

o ~ n 2 ~ (N/2)-l, und 

d(n 1-(N/2),n2-(N/2» (N/2) ~ n 1 ,n2 ~ N-l. 

Mit dieser Definition erhalt man 

N-l N-l 
Xr (k 1 ,k 2 ) = ~ ~ x(n l ,n2 ) 

n 1=0 n 2 =0 

(N/2)-1 (N/2)-1 

Wn1k1 Wn2k2 
N N 

(N/2) ~ n 2 ~ N-l, 

(N/2) ~ n 1 ~ N-l, 

= ~ ~ 1 a(n l ,n2 ) + b(n 1 ,n2 )exp(-jtik2) + c(n 1 ,n2 )exp(-jtik 1 ) 

nl=O n 2=0 

Die Koe!!izientenmatrix wird eben!alls in vier Untermatrizen au!geteilt: 

[X r (2k 1 ,2k 2 »), [X r (2k 1 ,2k2 +1»), [X t (2k 1+1,2k2 ») und [X t (2k 1+1,2k2+1)]. Mit 

diesen Untermatrizen stellt sich die Transformation wie folgt dar: 

(N/2)-1 

~ 
n=O 

1 

(N/2)-1 

~ 
n =0 

1 

(N/2)-1 
~ la(nl,n2)+b(nl,n2)+c(nl,n2)+d(nl,n2)!W;~~IW;;~2, 

n 2 =O 

(N/2)-1 
~ la(nl,nZ)-b(nl,n2)+c(nl,n2)-d(nl,n2)!W;~~IW;;~Z, 

n 2=0 



(N/2)-1 

I: 
n =0 

1 

(N/2)-1 

I: 
n =0 

1 

(N/2)-1 

I: la(nl·n2)+b(nl·n2)-c(nl·n2)-d(nl·n2)!W:~~lW:;~2. 
n 2 =0 

(N/2)-1 

I: la(nl·n2)-b(nl·n2)-c(nl·n2)+d(nl·n2)!W:~~lW:;~2. 
n 2 =0 

0.1 ..... (N/2)-1. 
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(6.14) 

Diese Gleichungen werden rekursiv auf die Untermatrizen angewandt. bis man 

schlieBlich die Transforrnierten von (2X2)-Unterrnatrizen erhalt. 

Eine Betrachtung des Bildes 6.6 zeigt. daB die vereinfachte Schrnetterlings­

Einheit vier Eingaben a. b. c. d braucht. urn daraus durch vier Transforrna­

t ionen gernaB (6.14) (d. h. gerade-gerade. gerade-ungerade. ungerade-gerade 

und ungerade-ungerade) die vier Ausgaben A. B. C und D zu erzeugen. 

Q A =(Q+b +C .d)· W~ A 

b B =(Q-b+c-d).W~1 B Bild 6.6. Vereinfachte 

C =(Q+b-C-d).W~Z C Schrnetterlingseinheit fur 

d o =(Q-b_c+d).W~I.kZ 0 den VR-Algorithrnus. 

nach [5.6] 

6.2.3 Direkter 2D-FFT-Algorithmus 

Zur Veranschaulichung der direkten 2D-FFT referieren wir hier noch eine al­

ternative Herleitung [5.7]. 

Sei [x(n 1 .n2 )] eine (NXN)-Matrix. (N=2M=2r). dann kann ihre Transformierte 

fur k 1 .k2 = 1.2 ....• N-l wie folgt zerlegt werden: 

N-l 

X t (k 1 ·k2 ) = I: 
n =0 

1 

N-1 

I: x(nl·n2)exp(-j2r.(nlkl+n2k2)/N) 
n 2 =O 
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2M-I M-l 
= L 1 L x(nl,2n2)exp(-j2rr(njkj+2n2k2)/(2M» 

nj=O n 2=0 

M-l 
+ L x(nl,2n2+l)exp(-2rrj(klnj+2k2n2+k2)/(2M» 
n 2 =0 

M-l M-1 
= L 1 L x(2nl,Zn2)exp(-Zrrj(2kjnl+Zk2n2)/(2M» 
n1=0 n2 =0 

M-1 
+ L x(Zn1 ,Zn2+1)exp(-2rrj(Zklnl+Zk2n2+k2)/(ZM» 
n 2 =0 

M-1 M-1 
+ L 1 L x(2nl+1,Zn2)exp(-Zrrj(2klnl+zk2n2+kj)/(2M» 
n1=0 n 2=0 

M-1 
+ L x(Znl+1,Zn2+1)exp(-2rrj(2nlkl+zn2k2+kl+k2)/(2M» (.(6.15) 
n 2 =0 

Zur Vereinfachung definiert man die folgenden Ausdrucke 

ql (n l ,n2 ) 

q2(n 1 ·n2 ) 

qJ(n l ·n2) 

x(2n l .2n2) 

x(Zn 1 . 2n2 +1) 

x(Zn l+l·2n2) 

Q4(n 1 .n2) = x(2n j+1·2n2+1) 

n l = 0.1. .... N-l. n 2 = 0.1 ..... N-1. 

Damit folgt aus (6.15) 

M-l M-l 
Xf (k l .k2) = L L ql (n l .n2)exp(-Zrrj (kln l +k2n 2 )/(2M» 

n=On=O 
I 2 

M-l M-1 
+ L L Q2(nl·n2)exp(-Zrrj(Zklnl+Zk2n2+k2)/(2M» 
n1=0 n2=O 

M-1 M-1 
+ L L qJ (nj .n2) exp( -2rr j (2n l kl +2n2k2 +k j )/(2M» 
nl=O n 2=O 

M-1 M-1 

+ L L q.(nj,n2)exp(-2rrj(2nlkl+2n2k2+kj+k2)/(2M»· 
nl=O n 2=O 

(6.16) 



Mit 

M-1 

Qi(k t ·k2) =L 
nt=o 

ergibt sich 

M-1 

L qi(nt·n2)exp(-2rrj(ntkt+n2k2)/M) 
n 2=O 

Xr (k1 ·k2) = Qt(k t .k2) + exp(-rrjk2/M)·Q2(k t ·k2) 

243 

i 1.2.3.4 

+ exp(-rrjk t /M)·Q3(kt .k2) + exp(-rrj(k t +k2)/M)·Q4(k1 ·k2)· (6.17) 

In (6.17) mUssen die Untermatrizen [Qt]' [Q2]' [Q3] und [Q4] auf k t . k2 = 
0.1 •... . 2N-1 vergroBert werden. Dieser Bereich kann wegen der Periodizitat 

der DFT auf jeden Fall benutzt werden. z.B. 

i 1.2.3.4. 

Urn die Fourier-Transformierte Xr (k t .k2) zu erhalten. wird (6.17) rekursiv r­

mal angewandt. Zunachst mUssen die Elemente von [x] derart neu geordnet wer­

den. daB die umgeordnete Matrix wie folgt aufgeteilt werden kann 

Dazu wurden Ql' Q2' Q3 und Q4 in (6.16) definiert. 

Das Problem ist nun darauf reduziert. Ql(k1.k2). Q2(k1 .k2). Q3(k 1.k2) und 

Q4(k1 .k2) zu bestimmen. Jede dieser Untermatrizen kann durch Verwendung von 

(6.17) ermittelt werden. Benutzt man dieses Verfahren der Aufteilung tiber r 

Stufen. so hat man am Ende 4 r - 1 (2x2)-Unternatrizen und kann (6.17) aul jede 

(2x2)-Untermatrix anwenden. 1m weiteren benutzt man (6.17) zur Gewinnung der 

Transformierten von (4x4)-. (8X8)-. (16X16)- .... -Blocken. bis man schlieB­

lich Xr (k t .k2 ) erhalt. 

Mit WN= exp(-2Toj/N) kann (6.17) vereinfacht werden zu 

Xr (k t .k2) = Qt(k1 .k2) + W~2·Q2(kl.k2) + W~1·Q3(kt.k2) + W~1+k2·Q4(kl.k2)· 

(6.18) 
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Die Unlermalrizen Ql' Q2' Q3 und Q4 wurden nur fur k 1 • k2 = 0.1 ..... (N/2)-1 

de!inierl. Wegen ihrer Periodizilal kann man die Bereiche wie folgl erwei­

lern: 

Quadranl 1 Quadranl 2 

[k 1 ·k2 ] 1 [k 1 .k2+(N/2)] 

- - - - - - - - - -1- - - - - - - - - - -
Quadranl 3 1 Quadranl 4 

[k 1 +(N/2).k2 ] 1 [k 1 +(N/2).k2 +(N/2)] 

Das oben erwahnle Umordnungsverfahren bewirkl. daB die Elemenle aus [x] an 

der Posilion (i.j) (i.j = 0.1 ..... N-1) zur Posilion (i' .j') verschoben wer-

den. 1m erslen Schrill wandell man die Indizes i und in ihre Binardarslel-

lung. AnschlieBend wendel man die BHumkehroperation (BRO) an. 1m lelzlen 

Schrill flihrl man sie zuruck in die Dezimaldarslellung. Danach hat man die 

neue Adresse (i' .j'). Beispiel: 

x(O.O) x( 0.1) x(0.2) x(0.3) 

x(1.0) x( 1.1) x(1.2) x( 1.3) 

[x] 

x(2.0) x(2.1) x(2.2) x(2.3) 

x(3.0) x(3.1) x(3.2) x(3.3) 

J, Konverlierung ins Binarsystem 

x(OO.OO) x(OO. 01) x(00.10) x(OO. 11) 

x(01.00) x(01.01) x(01.10) x(01.11) 

x(lO.OO) x(10.01) x(lO.lO) x(lO.ll) 

x(11.00) x(11.0l) x(11.l0) x(ll.ll) 

J, BRO und Konvertierung ins Dezimalsyslem 

x(O.O) x(0.2) x(O.l) x(0.3) 

x(2.0) x(2.2) x(2.l) x(2.3) 

[x' ] 

x( 1 .0) x(l.2) x(l.l) x(l.3) 

x(3.0) x(3.2) x(3.l) x(3.3) 

Man beachle. daB der Transformalionskern WN die !olgenden Eigenschaflen hal: 
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( 2) Wk2+(N/2) = _Wk2 
N N ' 

( 3) Wkl+(N/2)+k2+(N/2) = W(kl+k2)+N = WN.Wkl+k2 = Wk1 +k2 
N N N N N· (6.19) 

Die Eigenschaften in (6.19) werden zur Erzeugung einer vereinfachten Version 

von (6.18) auf jeden der vier Quadranten angewandt. Diese Quadrantenglei­

chungen sind in Tabelle 6.2 angegeben. Sie werden rekursiv von dem noch zu 

beschreibenden Algorithrnus zur Gewinnung der zweidimensionalen FFT verwen-

det. 

Tabelle 6.2. Rekursive Gleichungen zur Erzeugung der FFT einer 

(NXN)-Matrix mit M=N/2 [5.7] 

Quadrant Verwendete Gleichungen 

Ql(k 1 ,k 2 ) + W~2 Q2(k 1 ,k 2 ) 

+ W~l Q3(k 1 ,k 2 ) + W~1+k2 Q4(k 1 ,k 2 ) 

2 X t (k 1 ,k 2+M) Ql(k 1 ,k 2+M) + W~2+M Q2(k 1 ,k 2+M) 

+ W~l Q3(k 1 ,k 2+M) 

+ Wkl+k2+M Q (k k +M) 
N 4 l' 2 

Q 1 (k 1 ,k 2) - W~ 2 Q 2 (k 1 ,k 2 ) 

+ W~l Q3(k 1 ,k 2 ) W~1+k2 Q4(k 1 ,k 2 ) 

3 Xt (k 1+M,k 2 ) Ql(k 1+M,k 2 ) + W~2 Q2(k 1+M,k 2 ) 

+ Wkl+M Q (k +M k ) 
N 3 1 '2 

+ Wkl+k2+M Q (k +M k ) 
N 4 1 '2 

Ql(k 1 ,k 2 ) + W~2 Q2(k 1 ,k 2 ) 

W~l Q3(k 1 ,k 2 ) W~1+k2 Q4(k 1 ,k 2 ) 

4 X t (k 1+M,k 2+M) Ql(k 1+M,k 2+M) 

+ Wk2+M Q (k +M k +M) 
N 2 1 '2 

+ Wk1 +M Q (k +M k +M) 
N 3 1 '2 

+ W~1+k2+2M Q4(k 1+M,k 2+M) 

Ql(k 1 ,k 2 ) - w~2 Q2(k 1 ,k 2 ) 

W~l Q3(k 1 ,k 2 ) + W~1+k2 Q4(k 1 ,k 2 ) 
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Man braucht also die GraBen 

und Wk1 + k2 'Q (k k) 
N 4 l' 2 

jeder Stufe lediglich einmal zu bestimrnen. Die anderen drei Quadrantenglei­

chungen konnen durch die entsprechenden in Tabelle 6.2 gezeigten Additioner 

und Subtraktionen gefunden werden. Der Algorithmus findet die FFT indem di, 

Quadrantengleichungen zur Transformation aller (2x2)-Untermatrizen verwendei 

werden. Die Quadrantengleichungen werden dann auf diese (2X2)-Ergebnismatri­

zen angewandt. und man erhal t (4x4 )-untermatr i zen. Dieses Verfahren setz t 

man bis zur letzten Stufe fort. 

FUr eine (NX~)-Matrix (N=2 r ) sind folgende Rechenschritte erforderlich: 

(1) Man ordnet die Elemente nach der BEO(l) (siehe Abschnitt 3.4.3) urn. 

(2) Man benutzt die vier Quadrantengleichungen zur Gewinnung der Fourier­

Transformierten von 2 r - 1 x2 r - 1 = 4 r - 1 (2X2)-Untermatrizen. (Bemerkung: 

N=2) . 

(3) FUr p=2 ..... r benutzt man iterativ die Quadrantengleichungen zur Erzeu­

gung der Fourier-Transformierten von 4 r - 1 (2Px2 P)-Untermatrizen. die in 

der Stufe (p-1) transformiert wurden. (Bemerkung: N=ZP). 

Beispiel [5.7]: 

( 1 ) 5 2 6 2 5 6 

9 13 10 BRO 3 4 7 8 

[x(n l ·n2 )] 
--> 

3 7 4 8 9 10 13 14 

11 15 12 16 11 12 15 16 

d.h. 

[3 :]. [q,J [: :J. [q,J 
[

13 14]. 

15 16 
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(2) Wir benutzen nun die Quadrantengleichungen zur Gewinnung der Fourier­

Transformierten der (2X2)-Untermatrizen 

1+2+3+4 

1+2-6-2 

1-2+6-2 

1-2-3+4 

9+10+11+12 9-10+11-12 

9+10-11-12 9-10-11+12 

5 -1 13 -1 

-2 0 -2 0 

- - - - - - - - - -

21 -1 29 -1 

-2 0 -2 0 

5+6+7+8 

5+6-7-8 

5-6+7-8 

5-6-7+8 

13+14+15+16 13-14+15-16 

13+14-15-16 13-14-15+16 

(3) Nun wenden wir die Quadrantengleichungen iterativ auf die transformier­

ten (2X2)-Untermatrizen zur Gewinnung der Fourier-Transformierten der 

(4X4)-Untermalrizen an: 

5 -1 

j. 
13 -1 

j. 
-2 0 -2 0 

[:: -: j. [Q,] [:: -: j. 

[:: J 21 -0
1 j. 

2j 

[ 

29 

2j 0 

(4) Aus (6.17) erhalten wir: 

[_~a~r~~ ~ 
Quadrant 3 

Quadrant 2 

Quadrant 4 
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Quadrant 1 

Quadrant 2 

[ 
-32 0 

]. Quadrant 3 [Q + Wk2 'Q _ Wk1 'Q _ Wk1 + k2 'Q ] 
142434 -4 

-4-4j 0 

[ 
0 0 

] Quadrant 4 [Q _ Wk2 'Q _ Wk1 'Q _ Wk1 + k2 'Q ] 
142434 4 

0 0 

(5) Die vollstandige Koe!!izientenmatrix ist somit 

68 -2+2j 1 -16 -2-2j 

-4+4j 0 1 0 0 

[X, (k 1 .k2 )] - - - -1- - - --
-32 0 1 0 0 

-4-4j 0 1 0 0 

Dami t ist der Algori thmus mit p=2 durchgefiihrt. d.h. fur dieses Beispiel 

(N=22) die 2D-FFT bestimmt. 

Die Tabelle 6.3 gibt die Anzahl der Additionen und Multiplikationen an. die 

in jeder Stufe zur Ausfiihrung des Algorithmus' benotigt werden. FUr Stu!e i 

ist die Anzahl der Additionen und Multiplikationen zur Transformation aller 

(2 i x2 i )-untermatrizen angegeben. Weil der Algorithmus nach der r-ten Stu!e 

endet. ist die Anzahl der Operationen (entsprechend Tabelle 6.3): 

r 

L (3'4 r + 3'4 i ) 

i=l 

r 

3'r'4 r + 3 L 4 1 

i=l 



Tabelle 6.3. Anzahl der Additionen und Multiplikationen fur die direkte 

zweidimensionale FFT [5.7] 

stufe Matrixgro3e Additionen 

2 x 2 

2 4 x 4 

3 8 x 8 

3 Add. je Matrix. Es 

gibt 2 r - 1 ·2 r - 1 = 4 r - 1 

Matrizen. d.h. Anzahl 

der Additionen 

3'4'4 r - 1 = 3·4 r 

3 Add. je Matrix. Es 

gibt 2 r -2· 2 r-2 = 4 r - 2 

Matrizen. d.h. Anzahl 

der Additionen 

3'4 2 '4 r - 2 = 3·4 r 

3 Add. je Matrix. Es 

gibt 2 r - 3 '2 r - 3 = 4 r - 3 

Matrizen. d.h. Anzahl 

der Additionen 

3'4 3 '4 r - 3 = 3·4 r 

Multiplikationen 

o 

3 Multiplikationen 

fur 16 Elemente 

3'4 2 

3 Multiplikationen 

fur 64 Elemente 

3.4 3 
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Die Standardmethode der FFT (Zeile/Spalte-Algorithmus) benotigt 4N2 log 2 N Ad­

ditionen und Multiplikationen. Damit folgt 

fur N ;?; 16. 

Tabelle 6.4 gibt einen Vergleich der beiden Methoden fur verschiedene N. Die 

wesentlichen Vorteile dieser Methode liegen auf folgenden Gebieten: Da keine 

Transponierung erforderlich wird. ist diese Methode effizient zur Bestimmung 

der Fourier-Transformierten einer Matrix. die nicht im Hauptspeicher Platz 

findet. Durch Aufteilung in mehrere Untermatrizen und durch das Arbeiten mit 

kleineren Untermatrizen ist die Methode auBerdem besonders fur die Verarbei­

tung durch ein Multiprozessorsystem geeignet. 
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Tabelle 6.4. Vergleich der Anzahl der Multiplikationen flir verschiedene 

Werte von N [5.7] 

N x N direkte Methode Zeile/Spalte-Methode 

4 x 4 156 128 

8 x 8 1.084 768 

16 x 16 4.092 4.096 

32 x 32 19.452 20.480 

512 x 512 8. 126.460 9.437.184 

1024 x 1024 35.651.580 41.943.040 

6.2.4 Berechnung der 2D-FFT aus Koeffizienten niedrigerer Ord­

nung 

1m Abschnitt 6.1 haben wir gezeigt. daB die zweidimensionale DWHT in hierar­

chischer Weise ausgeflihrt werden kann. In diesem Abschnitt untersuchen wir. 

ob die zweidimensionale DFT ebenfalls hierarchisch ausgeflihrt werden kann. 

Wie sich zeigen wird. ist eine strenge hierarchische Entwicklung nicht mOg­

lich. wohl aber ein Koeffizientenaufbau aus jeweils einem Koeffizienten von 

4 Quadranten. 

Die Matrixdarstellung flir die zweidimensionale (NXN)-DFT (N=2 r ) ist (vgl. 

Abschnit t 5. 1 ) 

(6.20) 

Die zweidimensionale (NXN)-DWHT kann wie folgt dargestellt werden: 

L = O.1. ...• r. (6.21) 

Mit (6.20) und (6.21) folgt 

wobei [T(L)] = [W=][~{L)] eine (NXN)-Transformationsmatrix ist. 
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Wie im Abschnitt 4.2.6 zerlegen wir jetzt die Matrix [Tk] in N Zeilenvekto­

ren und wenden die Bitumkehroperationen auf diese Matrix [Tk] mit Zeilenvek­

toren an. Die so erhaltene Konversionsmatrix [T<kJL)] ist orthogonal und 

hat eine blockdiagonale Struktur 

(6.22) 

Die zweidimensionale DWlIT kann in folgenden Schri tten hierarchisch ausge­

fUhrt werden [3.1]: 

[f\r (L)] kann auf [HH( L-1)] zuruckgefUhrt werden und ein (LxL )-Da tenblock 

[X(L)] laAt sich in vier Quadrantenmatrizen [Qij(L-1)] (i.j = 1.2) zerlegen. 

Damit wird 

[f\r(L-1)) 
[

[f\r(L-1)] [f\r(L-1)] 

[f\r(L-1)] -[HH(L-1)] [Q21 (L-1)] 

[Q12 (L-1)]] 

[Q22(L-1)] 

[f\r(L-1)J ]~ 

[HH(L-1)) -[f\r(L-1)] 

Wir set zen ferner 

(6.23) 

wobei [u 11 ] [XWH11 (L-1)] + [XWH12 (L-1)) + [XWH21 (L-1)) + [XwH22 (L-1)]. 

[U12 ] [XWH11 (L-1)] - [XWH12 (L-1)) + [XWH21 (L-1)] - [XWH22 (L-1)]. 

[U21 ) [XWH11 (L-1)] + [XWH12 (L-1)) [XWH21 {L-1)J [XWH22 (L-1)J. 

[U22 ] [XWH11 {L-1)] - [XWH12 {L-1)] [XWH21 (L-1)J + [XWH22 {L-1)). 

1m Abschnitt 4.2.6 haben wir [T{L)] wie folgt berechnet 

[ 
[T k (L-1)] 1 0] 

- - : ~ - - - -1- - - - - - - - . 
o I [R (L-1)J <k> 

(6.24) 

wobei [T<k>(L)] die Konventierungsmatrix und [R<k>(L)) eine Restmatrix ist. 
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Nun setzen wir (6.23) und (6.24) in (6.22) ein und erhalten 

[T (L-1)][U][T (L-1)]T 
<k> 11 <k> 

[Xf<k>(L)] 
[R (L-1)][U ][T (L-1)]T 

<k> 21 <k> 

[T<k>(L-1)][UI2 ][R(L-1)]Tj. 

[R (L-1)][U ][R(L-l)]T 
<k> 22 

Wir fLihren nun die folgenden Abkiirzungen ein 

und 

p' II 
[Xf<k>(L)] 

p' 21 

P' 12 

P' 22 

[Z<k>(L-l)] = [R k (L-l)][T (L-l)]T. < > <k> 

Dabei sind die [P;J] wie folgt definiert: 

[PII] = [T k (L-l)][U ][T k (L-l)]T. < > 11 < > 

[T (L-l)][U 2][R k (L-l)]T 
<k> 1 < > 

[T k (L-l)][U 2][T k (L-l)]T[T k (L-l)][R k (L-l)]T 
<> 1 <> <> <> 

[P 2][T (L-l)][R k (L-l)]T = [P 2][Z k (L-l)]T 
1 <k> < > 1. < > 

( Bemerkung : [PI2 ] = [T<k>(L-1)][U I2 ][T<k>(L-l)]T ). 

[P2' ] = [R (L-1)][U21 ][T k (L-1)]T 
1. <k> < > 

= [R (L-l)][T k (L-1)]T[T k (L-1)][UzI ][T k (L-l)]T 
<k> < > < > < > 

= [Z<k>(L-l)][P21] 

( Bemerkung : [P21 ] = [T<k>(L-1)][UzI ][T<k>(L-l)]T ). 

[P;2] = [R<k>(L-l)][U22 ][R<k>(L-1)]T 

= [Z<k>(L-1)][P22 ][Z<k>(L-1)]T 

( Bemerkung : [P22 ] = [T<k>(L-1)][UZ2 ][T<k>(L-l)]T ). 

(6.25) 

(6.26) 

Gema8 (6.22) und (6.23) lassen sich die P 1J (i.j = 1.2) wie folgt herleiten. 

wobei Xf<k> zur Vereiniachung durch Xb ersetzt wird: 

[PII] = [T k (L-l)][U ][T k (L-l)]T < > 11 < > 

= [T<k>(L-l)]l[~HII(L-1)]+[~12(L-1)]+[~H21(L-l)]+[~Z2(L-l)]![T<k>(L-l)]T 
= [Xb11 (L-l)] + [Xb12 (L-l)] + [Xb21 (L-l)] + [Xb22 (L-l)]. 



[P12] = [T<k>(L-l)][U12 ][T<k>(L-l)]T 

= [T<k>(L-l)]1[~Hll(L-l)]-[~H12(L-l)]+[~H21(L-l)]-[~22(L-l)]![T<k>(L-l)]T 
= [Xb11 (L-l)] - [Xb12 (L-l)] + [Xb21 (L-l)] - [Xb22 (L-l)]. 

[P21 ] = [T<k>(L-l)][U21 )[T<k>(L-l»)T 

= [T<k>(L-l»)1[~Hll(L-l)]+[~12(L-l)]-[~H21(L-l»)-[~22(L-l»)![T<k>(L-l»)T 

= [Xb11 (L-l») + [Xb12 (L-l») - [Xb21 (L-l») - [Xb22 (L-l»). 

[P22 ) = [T<k>(L-l»)[U22 )[T<k>(L-l»)T 

= [T<k>(L-l»)1[~Hll(L-l»)-[~12(L-l»)-[~H21(L-l»)+[~22(L-l»)![T<k>(L-l»)T 

= [Xb11 (L-l») - [Xb12 (L-l)] - [Xb21 (L-l») + [Xb22 (L-l»). 

Damit erhalten wir 

So ergibt sich schlienlich 

[P12 )[Z<k>(L-l»)T 1 

[Z<k>(L-l»)[P22 )[Z<k>(L-l»)T . 

[P12 ][P)T 1 

[P][P 22 ][pT) . 

wobei [P11 ) = [X b11 (L-l») + [Xb12 (L-l») + [Xb21 (L-l») + [Xb22 (L-l»). 

[P12 ) = [Xb11 (L-l») - [Xb12 (L-l)] + [Xb21 (L-l») - [Xb22 (L-l»). 

[P 21) [Xb11 (L-l») + [Xb12 (L-l») [Xb21 (L-l») - [Xb22 (L-l»). 

[P22 ) [Xb11 (L-l») - [Xb12 (L-l») - [Xb21 (L-l») + [Xb22 (L-l»). 
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Damit ist gezeigt. wie sich die 2D-Fourier-Matrix rekursiv aus ihren Unter­

matrizen unter Beachtung der zweidimensionalen Bi tumordnung erzeugen Hint. 

Ein streng "hierarchischer" Aufbau ist demnach fur die DFT nicht gegeben. 

Ein Beispiel solI die rekursive Prozedur verdeutlichen. 

1m Abschnitt 4.2.6 hatten wir erhalten: 
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T<k>(O) I 0 ] [~(1) 1 
[Tk(l)] = - - - --

: -R:k:(~)- = 1 1 (1) 0 

1 1 1 1 1 1 1 1 

1 -j -1 1 -1 1 -1 

[Tk(2)] 

1 -1 1 -1 1 1 -1 -1 

1 j -1 -j 1 -1 -1 1 

sowie 

und 

( I-j)/2 (l+il/2 ] 
[R<k>(l)] = 

(1+ j)/2 (l-j )/2 

o 1 0 

011 

[T<k>(2)] = - - - - - -1- - - - - - - - -

1(1-j)/2 (1+j)/2 

o 1 (1+ j)/2 (1- j)/2 

GemaB Gleichung (6.25) gilt 

0 :J. 

Nun betrachten wir ein Beispiel fur N=4 (1=2). Aus den Definitionen von p~J 

und PI J mit 

[VII) 

A = (1-J)/2. B = (1+j)/2 und [XwH(L)] = 

und 

[V 21 ] 

erhiilt man 



[0 0][::::] [0 0] 

[ 
(1- j)/2 (1+ j)/2] 

(1+j)/2 (1-j)/2 

[
(1-j)/2 (1+j)/2] 

(1+j)/2 (1-j)/2 

( 1-j)/2 

( 1+j)/2 

( 1+j)/2] 

( I-j)/2 

1 

o 

UIO Ull ] [(1-j)/2 

U14 U15 (1+j)/2 

AUe +0012 

BUe+AU 12 

( 1+j)/2] 

(1-j )/2 
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BU2+AU3]. 

BUS+AU7 

AU9 +BU13]. 

BUg +AU I 3 

[
A2U10+A8U14+A8Ull+B2U15 

A8U10+A2U14+B2Ull+A8U15 

A8UIO+B2UI4+A2Ull+BAUI5 ]. 

B2UIO+A8U14+A8Ull+A2UI5 

Dann folgt aus (6.25) 

[Xt <k> (2)] 

Uo 1 Ul AU2+BU3 

U4 1 U5 1 AUS+BU7 

- - - - -1- - - - - 1 - - - - - - - - - - - -
AUe+BU12 1 AUg+BUI3 1 A2UIO+A8U14+A8Ull+B2U15 

BUe+AU I2 1 BUg+AUI3 I ABUIO+A2UI4+B2Ull+ABUI5 

2 2 ABUl 0 +B Ul4 +A Ull +BAUI5 

B2U.1 0 +A8U14 +ABUll +A2U15 

(6.27) 
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Wir betrachlen nun die direkte Berechnung aus der Beziehung zwischen 2D-DFT 

und 2D-WHT. Aus der Gleichung (6.22) folgt 

[X 1 <k>(2)] [T<k>(2)][XWH {2)][T<k>{2)]T 

1 0 0 0 Vo VI V2 V3 0 0 0 

0 1 0 0 V4 Vs Vs V7 0 0 0 

0 0 A B Va Vg V10 VII 0 0 A B 

0 0 B A V 12 V13 V 14 VIS 0 0 B A 

Vo 1 V AV2+BU3 BU2+AU 3 1 
U 1 Vs AVs +BU7 BUs +AU7 4 

-1- - - - - - - - - - - - - - ------

AUa+BU12 1 AUg+BU13 A2U10 +ABU +ABU +B2u 14 1 lIS ABU +B 2 U +A 2u 10 14 11 +BAV 1S 

BU +AU a 12 1 BUg +AU13 ABU 1 0 +A 2u 14 +B2 u 11 +ABU 1 s B2 u 10 +ABU 14 +ABU +A2v IllS 

So ist gezeigl. daB das Ergebnis der direkten Berechnung mit dem der Glei­

chung (6.27) ubereinslimml. 

6.2.5 Vereinheitlichte Behandlung der zweidimensionalen 

DFT-AI gor i thmen 

In diesem Abschnitt besprechen wir eine Verallgemeinerung des Cooley-Tukey­

Algorithmus'. die das Berechnen von zweidimensionalen enlweder im Objektbe­

reich oder im Fourier-Bereich periodisch abgelastelen Signalen erm6glicht 

[5.2]. [6.1]. Dieser verallgemeinerte Algorithmus vereinigt die konventio­

nellen rechteckigen Zeile/Spalte- und die Vektor-Radix-Algorithmen. Man er­

halt diesen FFT-Algorithmus durch die Faktorisierung einer ganzzahligen Ma­

trix. 

Die 2D-Transformalionen werden im allgemeinen entweder mit Hil!e der Zei­

le/Spalte-Zerlegung der DFT-Surnmen. die die zweidimensionalen DFT-Berechnun­

gen in die Berechnung von zwei eindimensionalen DFT aufteilen. oder mit 

Hilfe des Vektor-Radix-Algorilhmus ausgefUhrt. Tatsachlich sind die Zeile/ 

Spalte-Zerlegung und Vektor-Radix-Algorithmus nur spezielle FaIle eines all-
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gemeinen Algorithmus' der viele andere Spezialfalle enthalt. Nattirlich un­

terscheiden sich diese alternativen FFT-Algorithmen in ihren Berechmmgs­

komplexitaten. Es ist bekannt. daB die Leistungsfahigkeit des eindimensiona­

len FFT-Algorithmus' sehr stark von N abhangt. Diese Algorithmen sind dann 

sehr effizient. wenn N eine aus vielen Faktoren zusammengesetzte ganze Zahl 

ist. Das Fundamentalgesetz der Algebra besagt. daB die Primfaktorzerlegung 

von ganzen Zahlen bis au! die Anordnung der Faktoren eindeutig ist. Ein der­

artiges Theorem fur den zweidimensionalen Fall existiert jedoch nicht. 

Das zweidimens~onale Gegenstuck zu N ist eine ganzzahlige Matrix [N]. die 

Periodizi tatsmatrix heiJ3t. Wei! die Primfaktorzerlegung einer ganzzahligen 

Matrix nicht eindeutig ist. kann man mehrere unterschiedliche FFT-Algorith­

men herleiten. deren Effektivitaten unterschiedlich sind. Zwei spezielle 

Faktorzerlegungen fUhren auf den Zeile/Spaite-Algorithmus und den Vektor-Ra­

dix-Algorithmus. 

Eine periodische zweidimensionale Sequenz ist eine. die sich in rechteckigen 

Intervallen in jeder von zwei unabhangigen Richtungen wiederholt. Eine zwei­

dimensionale Sequenz x(n 1 .n2 ) ist periodisch. wenn sie die Eigenschaft 

x([n]+[N][e]) x[n] 

fur aIle ganzzahligen Vektoren [n] und [e] hat und die ganzzahlige (2X2)-Ma­

trix [N] eine nicht verschwindende Determinante hat. Dabei betont die Tilde 

die Periodizitat von x([n]). Abweichend von der sonstigen Bezeichnungsweise 

stellen wir in diesem Unterabschnitt (Spalten-)Vektoren durch Kleinbuchsta­

ben in eckigen Klammern dar. Eine zweidimensionale periodische Sequenz wie­

derholt sich in den beiden Richtungen derart. daJ3 die Spalten der Periodizi­

tatsmatrix [N] die Periodizi tat in diesen Richtungen beschreibt. Wenn [N] 

diagonal ist. bezeichnet man die Sequenz als rechteckig periodisch. FUr Pe-

riodizitatsmatrizen ist die Determinante det[N] ganzzahlig und ihr Absolut­

wert ist gleich der Anzahl der Abtastungen in einer Periode von x([n]). 

Jede periodische Sequenz x([n]) mit der Periodizitatsmatrix [N] kann durch 

die Menge ihrer Fourier-Koeffizienten exakt reprasentiert werden. d.h. 

x( [n]) Idet[N]I-l t ~!([k]) exp!j[k]T(217/N)[n]!. 

[k]E:J [N 1 
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~f([k]) = L x([n]) exp)-j[k]T(2rr/N)[n]!. 
[nj€l[NJ 

Die Sequenz der Koeffizienten x([k]) ist periodisch mit der Periodizitatsma­

trix [N]T. Die Regionen l[NJ bzw. J[NJ bezeichnen die Menge der Abtastungen 

in einer Periode von x([n]) bzw. ~f([k]). 

Man kann eine verallgemeinerte DFT dadurch definieren. daB man die eins-zu­

eins Korrespondenz zwischen endlichen Sequenzen und den periodischen Sequen­

zen der Periodizilatsmatrix [N] mil Hille der Menge l[NJ benutzt. die die 

Abtastungen einer Periode enthal t. Wenn insbesondere x( [n]) eine Sequenz 

endlich vieler Slutzstellen in l[NJ bezeichnet. dann ist 

x([n]) =L x([n]+[N][e]). 
[e) 

wobei [e) die Werle aller ganzzahligen zweidimensionalen Vektoren annimml 

und 

fUr [n]€l[N} 

x( [n]) 

sonst 

ist. 

Deshalb ist x( [n]) durch x( [n]) eindeutig gegeben. das seinerseits durch 

~r([k]) spezifizierl isl. Die DFT kann dann durch die folgende Beziehung an­

gegeben werden: 

Xr([k]) = L x([n])exp)-j[k]T(2rr[Nr 1 )[nJ!. 
[n]E:I[NJ 

xC [n]) Idel[N]I-1 L Xf ([k])expli[k]TC2rr[N]-1)[n]!. 

[k]€J [NJ. 

[k]€J[NJ. 

(6.28) 

2D-Algorithmen vom Cooley-Tukey-Typ exislieren fur die Berechnung von (6.28) 

immer dann. wenn [N] in ein nichl-triviales Produkt zweier ganzzahliger Ma­

trizen laktorisiert werden kann. Dies ist in Ubereinstimmung mit der bekann­

ten Bedingung fUr eine eindimensionale Transformation. die eine zusammenge­

setzte ganzzahlige Transformationslange benotigt. Wie auch im eindimensiona­

len Fall. ist die Rechenzeitsparnis umso groBer. je groBer die Anzahl der 
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Faktoren in [N] ist. Wenn det[N] keine Primzahl ist. dann enthalt eine ganz­

zahlige Matrix [N] nicht-triviale ganzzahlige Matrixfaktoren. Dann kann [N] 

in ein Produkt von zwei ganzzahligen Matrizen [P] und [Q] zerlegt werden 

[N] [P][Q]. (6.29) 

wobei weder [P] noch [Q] Einheitsmatrizen sind. Die Faktorisierung in (6.29) 

ist geordnet. jedoch nicht eindeutig. 

Zwei ganzzahlige Vektoren Em] und En] heiBen kongruent wenn 

Em] [n]+[N][e] 

fur ganzzahlige Vektoren [e] gilt. Die Indizes der Abtastungen einer perio-

dischen Sequenz sind somit kongruent zu den aq-.rivalenten Abtastungen anderer 

Perioden dieser Sequenz. Insbesondere ist jede Abtastung von x([n]) kongru­

ent zu einer Abtastung aus I[N]' Die Bezeichnung 

Em] = ([n])[N] 

wird zur Beschreibung des Vektors benutzt. der sowohl kongruent zu En] ist. 

als auch in I[N] enthalten ist. 

Wenn [N] die Gleichung (6.29) erfullt. kann irgendein Vektor En] in I[N] 

eindeutig als 

En] = ([P][q]+[P])[N] (6.30) 

dargestellt werden. wobei [p]EI[p] und [q]EI[Q]' I[p] und I[Q] sind Mengen. 

die jeweils Idet[P]1 und Idet[Q]1 Vektoren enthalten. Jedes Vektorpaar 

(einer aus I[p] und einer aus I[Q]) definiert entsprechend (6.30) einen ein­

deutigen Vektor En] aus I[N]' Analog dazu kann 

(6.31) 

geschrieben werden. Dabei ist [m]EJ[p] und [v]EJ[Q]' J[P] und J[Q] sind zwei 

Mengen von Vektoren im Frequenzbereich. deren Elemente aIle Elemente der 
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Menge J[N] erzeugen, wenn sie gemaR (6.31) komoiniert werden. J[P] und J[Q] 

enthalten jeweils Idet[P)1 und Idet[Q)1 Elemente. 

Unter Verwendung von (6.30) und (6.31) kann die DFT-Summe in (6.28) umge-

schrieben werden 

L x«[P)[q)+[p])[N])expl(-j[v)T+[m)T[Q))(2TI[N)-1)([P][q)+[p])!. 

[p],[q] 

Durch Entwicklung des Exponenten wird die Summe in zwei Teile zerlegt: 

C([p],[v]) = L x«[P][q]+[P))[N])exp)-j([v]T+[m]T[Q])(2TI[Q]-l[q))!, (6.32) 

[q)€I[Q] 

L C([p],[v]) expl-j[v]T(2TI[N]-1)[p]! exp)-j[m]T(2TI[P]-1)[p]!. 

[p]€I[p] 

(6.33) 

Diese Beziehungen reprasentieren die ersle Stu!e der Zerlegung eines Cooley­

Tukey-FFT-Algorilhmus' mit Zeildezimierung. Wenn 

[P][Q] [Q][P], 

kann auch ein analoger Algorithmus mit Frequenzdezimierung hergeleitet wer-

den. 

Zum Verstandnis der Gleichungen (6.32) und (6.33) betrachle man die Glei-

chungen einzeln. Die Sequenz 

X«[P][q]+[P])[N]) 

wird als eine Sequenz uber die Variable [q] angesehen. Diese Sequenz ist 

periodisch mil der Periodizitalsmatrix [Q]. Dann reprasentiert die Summe in 

(6.32) eine zweidimensionale DFT bezuglich der Periodizilatsmatrix [Q]. Die 

Region der Slutzstellen fur diese Sequenz ist I[Q]' die als eine Periode von 
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X(([P)[q)+[P))[N]) 

gewahlt werden muG. FUr aIle Werte des Vektors [p) muG eine [Q)-DFT berech­

net werden. Das bedeutet. daB eine Anzahl von Idet[p)1 solcher Transforma-

tionen zu berechnen ist. 

Die Summe in (6.33) zeigt. wie die Ergebniselemente dieser Transformation 

mi t der Matrix [Q) zur Erzeugung einer DFT mit der Matrix [N) kombiniert 

werden mUssen. Die Zahlen C([p).[v)) werden mit den Drehfaktoren 

multipliziert. Diese Produkte werden in einer Serie von Schmetterlingen ge­

maD den Matrizen [P) kombiniert. Dazu sind Idet[Q)1 Schmetterlinge erforder­

lich. Wenn entweder [P) oder [Q) taktorisierbar ist. kann die jeweilige 

Menge der DFTs weiter zerlegt werden. Die Vektoren 

[n) = ([P)[q))[N] (6.34) 

bilden Untermengen von l[N]' die durch Abtastung der l[N] mit der Matrix [P] 

erzeugt werden. FUr einen festen Wert von [p] bilden die Abtastungen 

[n] ([P][q]+[p]) [N]' 

eine partiell geordnete Menge (Coset) bezuglich dieser Untermengen. Weil je­

des Coset die Machtigkeit einer Untermenge hat. gibt es 

Idet[N]l/ldet[Q)1 Idet[P) I 

Cosets. Die Elemente jedes Cosets sind kongruent zueinander. Die Region I[p] 

solI derart ausgewahlt werden. daD sie aus jeweils einem der Elemente aus 

jedem Coset besteht. insgesamt also aus Idet[P]1 Elementen. 

Die Regionen J[P] und J[Q] sind ahnlich ausgewahlt. Weil die Fourier-Trans­

formation periodisch in [k] ist (mit der Periodizitatsmatrix [N)T) und weil 

sowie [k] 
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ist. spielt die Matrix [Q}T im Frequenzbereich eine analoge Rolle wie [P} im 

Ortsbereich. Entsprechendes gilt fur [p}T und [Q}. 

Zur Erlauterung des verallgemeinerten Algorithmus' betrachte man die Berech­

nung der (4x4)-DFT mit der Periodizitatsmatrix [N). in der die folgende Fak-

torisierung 

[N} [P} [Q} 

benutzt wird: 

4 o 2 2 

[Q} 2]. 
-2 

[N} [P} 

-1 o 4 

Das Bild 6.7(a) zeigt die durch die Abtastung der Matrix [P] in vier Cosets 

geteilte Region I[N]' 

Die Elemete aller Cosets sind durch unterschiedliche Symbole dargestell t. 

Man beachte. daB die vier Cosets in der periodischen Fortsetzung die gleiche 

Geometrie haben. Zurn De!inieren von I[Q] ist eine Menge von vier Vektoren 

notwendig. die (6.34) erfullen. Eine mOgliche Menge dieser Vektoren ist 

Die Menge I[p] mun aus jeweils einem Element der Cosets bestehen. Eine Mog­

lichkeit ist 

zu setzen. Das Bild 6.7(b) stellt die Abtastregion fur die DFT dar. wobei 

J[N]T die durch die Matrix [Q]T in vier Cosets geteilt ist. Aus diesem Bild 

kann man ersehen. daB eine mOgliche Wahl fur die Mengen J 
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!" r k, 

• 0 0 A 0 A 0 A 

0 A • 0 • 0 • 0 

• 0 0 A A 0 A 0 

0 ! • 0 -°1 0 • 0 • .. kl 

tal (b) 

Bild 6.7. a) Stutzstellen (Menge I[Q]) einer (4x4)-DFT im Ortsbereich, 

b) Stutzstellen (Menge J[P]) einer (4X4)-DFT im Frequenzbereich, nach [5.2J 

ist. Wenn die vier Mengen gewahlt worden sind, kann der Algorithmus bestimmt 

werden. Jede [QJ-DFT 'arbeitet auf einem der Eingabe-Cosets. Die Eingabe-Co­

sets entsprechen dem Bild 6.7(a), urn ein Zwischenarray zu erzeugen. Dieses 

Array wird mit den Drehfaktoren multipliziert, die in diesem Fall aIle Eins 

sind. Die Ergebnisse sind die Eingabemengen der [PJ-DFT. Jede dieser DFT er­

zeugt eines der Ergebnis-Cosets, wie das Bild 6.7(b) zeigt. 

Die vier Ergebnisdaten der [QJ-DFT konnen direkt aus den Eingabedaten be­

rechnet werden. Wenn die Eingabedaten durch xo ' XI' x 2 und X3 und die Ausga­

bedaten durch Xo ' XI' X2 und X3 bezeichnet werden, gilt: 

Man kann alternativ auch eine andere Faktorisierung von [QJ benutzen: 

[QJ 2 1 
-2 Jo :J 
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x(O) 

x(2) 

x( 1) 

x(3) 

X(O) 

X(1) 

X(2) 

X(3) 

Bild 6.8. SFG fur die. [Q]-DFT unter 

Verwendung der Zerlegung von [Q]. 

nach [5.2] 

Der Flufigraph einer 4-Punkte-DFT. der auf diese Faktorisierung basiert. ist 

im Bild 6.8 dargestellt. Die Eingabedaten und Ergebnisdaten lassen sich in 

der Weise ordnen. daB der Flufigraph von Bild 6.8 die [Q]-DFT bzw. die [P]­

DFT beschreibt. 

Die beiden ublichen Algori thmen fur die 2D-DFT sind der Zeile/Spal te- und 

der Vektor-Radix-Algorithmus. Beide konnen in der Form des verallgemeinerten 

Cooley-Tukey-Algorithmus' beschriebp.n werden. Die Periodizitatsmatrix einer 

zweidimensionalen DFT hat die Form 

[N] 

Mit den Mengen I[NJ und J[NJ wird die Darstellung der rechteckigen Regionen­

form der Abtastung gewahlt: 

Der Zeile/Spalte-Algorithmus entspricht der Faktorisierung 

[N] [P] [Q] 

:, 1 
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Mit dieser Faktorisierung werden die Spaltentrans!ormationen.zuerst berech­

net. und anschlieBend die Zeilentransformationen. Wir k6nnen die Mengen 

idenUfizieren: 

Wenn sowohl Nl wie N2 durch 2 teilbar sind. hat man eine diagonale Faktori­

sierung 

2 o 
[P][Q] 

o 2 

Unter diesen Umstanden haben wir 

Diese Faktorisierung der Matrix [N) entspricht der ersten Iteration !ur 

einen Vektor-Radix-Algorithmus. Die vollstandige Zerlegung !ur 

lautet dann 

[NJ [: : 1 [: : 1 [:: 1 

mit r Faktoren. 

Der verallgemeinerte Algorithmus besitzt die nutzliche Eigenscha!t. daB aIle 

die E!!izienz des Algorithmus' betreUenden In!ormationen in der Periodizi­

tatsmatr ix enthal ten sind. Dies erlaubt den Vergleich und die Optimierung 

von Algorithmen durch die Uberpru!ung der Faktorisierung der Matrix [N]. Un­

ter Ausnutzung der m6glichen Faktorisierungen kann eine Vielzahl von DFT-AI-
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gorithmen (auch fur nicht-rechteckige Abtastung) angegeben werden. die je­

doch in der Praxis bisher kaum eine Rolle spiel en. 

6.2.6 DFT-Algorithmen fiir .reelle 2D-Datenarrays 

FFT-Algorithmen sind i. allg. fur komplexwertige Datenmengen ausgelegt. In 

der Praxis hat man es jedoch haufig mit reellen Daten zu tun. 1m Abschnitt 

4.2.7 haben wir die Vereinfachungen dargelegt. die sich fur reellen Daten 

bei der eindimensionalen DFT ergeben. FUr den zweidimensionalen Fall lohnt 

sich ein solches Vorgehen wegen der betrachtlichen Datenmengen noch wei taus 

mehr. Wir befassen UQs deshalb in diesem Abschnitt mit der 2D-DFT reeller 

Datenarrays. wie sie z.B. bei der digitalen Bildverarbeitung vorkommen. 

FUrN 
1 

[6.2] 

N 2' kann man zunachst die folgenden Beziehungen ausnutzen 

x' (N-k N-k) 
fl' 2' 1.2 ..... N-1. 

und 

Bei der Berechnung der 2D-DFT mittels des Zeile/Spalte-Algorithmus' kann man 

zunachst fur die Transformation der (reellen) Zeilendaten einen beliebigen 

Algorithmus fur reelle Daten verwenden. Die so berechneten (Zeilen-) Koeffi­

zienten sind jedoch (auBer in den Spalten 0 und N/2) komplexwertig. Deshalb 

erfordert ihre Verarbei tung nach der Transponierung (auBer fur die beiden 

o.e. Spalten) einen Algorithmus. der auch komplexe Dalen zulaflt. Alternativ 

kann man jedoch auch den Algorithmus fur reelle Daten auf Real- und lmagi­

narteil getrennt anwenden. benotigt dann jedoch noch zusatzliche Operationen 

fur die Erzeugung der komplexen 2D-Koeffizienten. 

Eine andere Situation liegt vor. wenn die 2D-FFT mit dem Vektor-Radix-Algo­

rithmus berechnet wird. gemaB Abschnitt 6.2.2 bestimmt sich die Radix-2-VR­

FFT als 

(N/2)-1 (N/2)-1 
~ ~ (2 2 ) Wn1kl Wn2k2 
W W x n l • n 2 1'1/2 1'1/2 + 

n =0 
1 

n 2=0 



(N/2)-t (N/2)-t 
+ W~l ~ ~ x(2n1+1·2n2 ) Wn1k1 Wn2k2 

N/2 N/2 
n1=0 n 2=0 

(N/2)-t (N/2)-t 
+ W~2 ~ ~ x(2n1 ·2n2+1) Wn1k1 Wn2k2 

N/2 N/2 
n1=0 n 2=0 

(N/2)-t (N/2)-t 
+ W~1+k2 ~ ~ X(2n1+l.2n2+1) Wn1k1 Wn2k2 

L N/2 N/2' 
n1=0 
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Unabhangig von N ergeben sich jeweils 4 reelle Koeffizienlen. namlich 

X/(O.O). X/(0.(N/2». X/«N/2).0) und X/«N/2).(N/2». Alle anderen Koeffi­

zienlen sind komplex. Wegen der Beschrankung auf reelle Dalen beslehl eine 

50ro-ige Uberbeslimmung. Deshalb brauchen konjugiert komplexe Paare nur ein­

mal berechnel und abgespeichert werden. 

Die Bilder 6.9(a) bis (e) zeigen ein Beispiel fur ein (t6xt6)-Array. Bild 

6.9(a) slellt die 16xt6 reellen Datenwerle dar. Nach dem i-len Schritt er­

halt man ZWischenergebnisse. die als Koeffizienten von jeweils 4i Daten im 

Abstand (N/2)i gedeutet werden konnen (vgl.Bilder 6.9(b) bis (e». AuBer den 

o.g. vier reellen Werten ergeben sich jeweils 2(N/2)-2(i-l) komplexe Werte. 

von denen die Halfte durch ihre konjugiert komplexen Werte beslimmt sind. 

Von jedem konjugiert komplexen Paar mufi also nur ein Werl berechnet und ge­

speichert werden. Im Bild 6.9 sind diejenigen Koeffizienlen X/(k1 .k2 ). die 

reellwertig sind. mil R bezeichnet. Die ubrigen Koeffizienten sind komplex 

(e und 0). Dabei genugt es. die mit e bezeichnelen Werle zu speichern. wiih­

rend die mit 0 ausgewiesenen Koeffizienten sich als konjugiert komplexe 

Werte der Menge e erweisen und deshalb entbehrlich sind. Die ihnen im "in­

place"-Schema eigentlich zukommenden Speicherplatze werden zweckmii13igerweise 

fur die lmaginarteile der Menge e ausgenutzt. 

Bild 6.9. Lage der reellen (R). komplexen (e) und redundant en (0) Koeffi­

zienten beim (t6x16)-VR-2-Algorithmus: a) Bei Beginn. b) nach der 1. Stufe. 

c) nach der 2. Stufe. d) nach der 3. Stufe. e) beim AbschluB. Die Muster 

sind periodisch in (1x1)-. (2x2)-. (4X4)-.... Arrays 
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--kl 

R 

(0) 

--kl 

R C R 0 

C C C 0 

R C R 0 

0 C 0 0 
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(e) 

0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 

--kl 

~ 
IRIR 

--kl 

R C C 
C C C 
C C C 
C C C 
R C C 
0 ( ( 

0 ( ( 

0 C ( 

C 
C 
C 
C 
C 
( 

( 

( 

(b) 

R 0 0 0 
C 0 0 0 

C 0 0 0 

C 0 0 0 
R 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

(d) 
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FUr die Implementierung benotigt man sieben verschiedene Arten von verein­

fachten Schmetterlingen ahnlich Bild 6.6. Tabelle 6.5 gibt an. von welchen 

Speicherplatzen die Daten zu holen und wo die Ergebnisse abzuspeichern sind. 

Tabelle 6.5. Sieben vereinfachte (2X2)-Schmetterlinge (vgl. Bild 6.5) 
des Vektor-Radix-Algorithmus' fur reel Ie Daten [6.2] 

Typ 

a x(n 1 .n 2 ) + jx«N/2)-n l ·n 2 ) 

A X(k .k 2 ) + j(N-k l .N-k 2 ) 

b [xC tN/2)+n l .n) + jX(N-n}. (N/2)-n)] Wnl 
B X«N/2)+k 1 ·k 2 + jX«N/2 -k 1 ·N-k 2 n2 
C [x(n l .(N/2)+n 2 ) + jx«N/2)-n 1 .N-n 2 )] W 
c [X(N-k 1 .(N/2)-k 2 ) + jX(k 1 ·(N72 )+k 2 )]" 

d : [x«N/2)+n 1 .(N/2)+n 2 ) + jx(N-n 1 .N-n 2 )] wn1 + n2 .. 
D : [X«N/2)-k 1 .(N/2)-k 2 ) + jX«N/2)+k 1 ·(N/2)+k 2 )] 

2 a x ( n 1 . a) + j x ( (N/2) -n 1 . a) 
A X(k .a) + j(N-k .a) 
b [x ( t N/2) +n 1 . a) ~ j x (N-n I • a)] wn I 
B [XC (N/2)-k'. a) + jX( (N/2)+k 1 • a)]" 
c x(n l .(N/2)} + jx«N/2)-n l ·(N/2» 
C X(k .(N/2» + jX(N-k .(N72» 
d [xC tN/2)+n l . (N/2» + I jx(N-n l . (N/2»] wn 1 
D [X«N/2)-k l .(N/2» + jX«N/2)+k 1 .(N/2»] 

3 a x(a.n 2 ) + jx(a.(N/2)-n 2 ) 
A X(a.k 2 ) + j(a.N-k ) 
b x«N/2).n 1 ) + jX(~N/2).(N/2)-n2) 
B X«N/2).k ) + jX«N/2).N-k 
c [x(a.(N/2}+n 2 ) + jx(a.(N/2}-n 2 )] Wn2 
C [X(a.(N/2)-k 2 ) + jX(a.(N/2)+k 2 )]" 
d [x«N/2).(N/2)+n 2 ) + jx«N/2).N-n 2 )] wn2 • 
D [X«N/2).(N/2)-k 2 ) + jX«N/2).(N/2)+k 2 )] 

4 a x(a.a) A X(a.a) 
b : x(N/2.a) B : X(N/2.a) 
c x(a.N/2) c X(O.N/2) 
d x(N/2.N/2) D X(N/2.N/2) 

5 a x(N/4.N/4) A X(N/4.N/4)+jX(3N/4.3N/4) 
b jx(3N/4.N/4) B nicht berechnet 
c jx(N/4.3N/4) C : [X(3N/4.N/4)+jX(N/4.3N/4)]" 
d -x(3N/4.3N/4) D : nicht berechnet 

6 a x(N/4.a) A X(N/4.a)+jX(3N/4.a) 
b jx(3N/4.a) B nicht berechnet 
c x(N/4.N/2) C : X(N/4.N/2)+jX(3N/4.N/2) 
d jx(3N/4.N/2) D : nicht berechnet 

7 a x(a.N/4) A X(a.N/4)+jX(a.3N/4) 
b x(N/2.N/4) B X(N/2.N/4)+jX(N/2.3N/4) 
c jx(a.3N/4) C nicht berechnet 
d jx(N/2.3N/4) D nicht berechnet 
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Das oben beschriebene Verfahren fUr reelle 2D-Daten spart beim Vektor-Radix-

2-Algorithmus 50% an Speicherplatz und Rechenaufwand gemessen an einem ent­

sprechenden Algorithmus fUr komplexe Datenarrays. FUr die inverse Transfor­

mation liegen natUrlich komplexe Daten vor. Sie unterliegen jedoch der kon­

jugiert komplexen Symmetrie. Deshalb kann ein Algorithmus entworfen werden. 

der genau den umgekehrten Weg benutzt. 

BezUglich der Anzahl der Multiplikationen und Additionen wird der VR-2-Algo­

rithmus vom VR-4- und vor allem vom Vektor-Split-Radix-Algorithmus an Elfek­

tivitat Ubertroffen [6.2]. Tabelle 6.6 gibt eine Ubersicht tiber die minimal 

benotigte Anzahl der Operationen. 

Tabelle 6.6. Anzahl der Operationen fur reelle Vektor-Radix-Algorithmen 

der Ordnung NXN [6.2] 

VR-2 VR-4 V-S-R 

N Mult. Add. Mult. Add. Mult. Add. 

2 0 8 0 8 

4 0 52 0 52 0 52 

8 24 348 24 348 

16 288 2084 216 2012 216 2012 

32 2122 11332 1464 10684 

64 12672 57732 8640 53700 8280 53340 
I 

128 68352 281348 43512 256508 

256 345600 1328644 228096 121140 215064 1158108 

512 1674240 6130692 1029048 5485500 

1024 7870464 27793412 5114880 25037828 4783320 24706268 

6.3 Algorithmen fUr die diskrete 2D-Hartley-Transfonnation 

Die Hartley-Transformation einer zweidimensionalen Fwlktion x(n 1 ,n2 ) wird 

als XHy (k1 ,k2 ) de!iniert 



N -1 N -1 
I Z 

E E x(n1·nZ ) cas«2r.n 1k 1/Nl)+(2r.n 2 k 2 /Nz))· 
n1=0 n 2=O 
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(6.35) 

Diese 2D-DHYT und ihre Inverse 

N1-1 N2-1 

(N1N2 )-1 E E XHy (k1 .k2 ) cas«2r.n1k 1/Nl)+(2r.n2k 2/N2))· 
k =0 k =0 

I 2 

0.1 ..... N2-1. 

bilden das Transformationspaar XHy (k1 .k2 ) <---> x(n 1 .n2 ). Die zweidimensio­

nale diskrete Hartley-Transformation ist ein Spezialfall der allgemeinen 

Transformation (5.4) mit dem Transformationskern 

Der Vorteil im Vergleich zu der 2D-DFT liegt darin. dan es zur Berechnung 

der 2D-DHYT lediglich reeller Arithmetik bedarf. 

6.3.1 Zeile/Spaite-Algorithmus der DHYT 

1m Gegensatz zur 2D-DFT kann der Transformationskern der 2D-DHYT 

nicht in ein Produkt von zwei Faktoren separiert werden. Wenn der Zeile/ 

Spalte-Algorithmus fur die 2D-DHYT gel ten solI. mu8 der Transformationskern 

durch das Produkt cas(2r.n1k 1/Nl)·cas(2r.n2k 2 /Nz) ersetzt werden. Eine Methode 

dazu ware analog zur 2D-FFT: Zunachst wird die 1D-DHYT der Zeilen und dann 

der Spalten ausgeftihrt. Das Ergebnis X(k1 .k2 ) ware dann gegeben durch 
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Nt -l N2-1 

L Lx(n1.n2) cas(2TiIl t kJN1) cas(2TiIl2k 2!N2)' 
n1=0 n 2=O 

0.1 ..... N2-1. 

Dies ist jedoch keine Hartley-Transformation. Das Resultat kann jedoch zur 

gewlinschten 2D-DHYT konvertiert werden. Zunachst betrachte man die trigone­

metrische Identitat 

2cas(ex+,B) cas(ex)cas(,B)+cas(ex)cas(-,B)+cas(-cx)cas(,B)-cas(-cx)cas(-,B). 

Die gewlinschte 2D-DHYT XHy (k1 .k2) der Datenmenge x(n1 .n2) kann als eine Sum­

mation von vier Trans!ormationen wie folgt dargestellt werden 

Die 2D-DHYT erhalt man dann durch die Kombination von vier Realisierungen 

von X(k t .k2). die au! den Eckpunkten eines Rechtecks liegen. Zur e!fektiven 

Berechnung der Kombination ermittelt man gleichzeitig aIle vier Terme. FUr 

jede Realisierung wird die Grone 

ermittelt. Dann werden die Substitutionen 

und 

ermittelt. urn die X(k1 .k2) in XHy (k1.k2) zu konvertieren. Die GroBe D ist 

Null. wenn k1=0. k 2=O oder k 1= Nt /2. k2= N2/2 Folglich braucht die Substitu­

tion lediglich von 1 bis (N1/2)-1 und von 1 bis (N2/2)-1 durchgefiihrt zu 

werden. urn kl bzw. k2 zu erhalten. Diese Diskussion zeigt. daB die 2D-DHYT 

trotz des nicht separierbaren Transformationskerns durch den Zeile/Spalte­

Algorithmus berechenbar ist [6.3]. 
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6.3.2 Vektor-Radix-Algorithmus der DHYT 

Die 2D-DHYT einer 2D-Datenrnenge ist durch (6.35) definiert. In diesern Ab­

schnitt wird der Vektor-Radix-Algorithrnus der DHYT diskutiert. der auf den 

Abtastwerten von x(n l ,n 2 ) basiert, die wie folgt indiziert sein konnen: 

n l gerade und n 2 gerade, 

oder n l gerade und n 2 ungerade, 

oder n ungerade und n 2 gerade, 
1 

oder n 
1 

ungerade und n 2 ungerade. 

Die entsprechenden rekursiven Zerlegungen in vier Sumnationen bilden den 

Vektor-Radix-Algorithrnus [6.4]. Zur Veranschaulichung schreibt man die Glei­

chung (6.35) wie folgt urn: 

Nl-l N2-1 

L: L: x(n l ,n2) lcos( (2Tn l kliNl )+(2Tn2k2;N2) )+sin( (2Tn lk l;Nl )+(27n2k2;N2))! ' 
nl=O n 2=O 

k 
2 

(6.36) 

Die o.g. Zerlegungsstrategie wird auf aIle Surnmationen angewandt, bis zu de­

ren Grenze von Nl = N2= N = 2" fur die Indizies n l und n 2 . Darnit ergibt sich 

Xr.y(k l ,k2) = XOO(k l ,k2) 

+ XOl(kl,k2)cos(2r.k2;N) Xlo«N/2)-kl,(N/2)-k2)sin(2r.k2;N) 

+ X,o(k"k2 )cos(2T.k,;N) + X,o«N/2)-k,,(N/2)-k2 )sin(2T.k l;N) 

+ Xll(k l ,k2)cos(2r.(kl+k2);N) + Xl 1 «N/2)-kl ,(N/2)-k2)sin(2r.(k l+k2);N) , 

wobei 

(N/2)-1 

L: 
n\=O 

(N/2)-1 
L: x(2ml ,2m2) !cos (2r.(2mlk l +2m2k2 );N) + sin(2r.(2ml kl +2m2k2 )/N)! ' 

m2=O 
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(N/2)-1 (N/2)-1 
~ ~ x(2mI,2m2+1)!cos(2rr(2mlkl+2m2k2)!N) + sin(2rr(2mlk l+2m2k2)!N)!, 

ml=O m2=O 

XIO (kl ,k2) = 

(N/Z)-l (N/2)-1 
~ ~ x(2mI+l,2m2)!cos(2rr(2mlkl+2m2k2)!N) + sin(2rr(2mlk l+2m2k2)!N)!, 

ml=O m2=O 

(N/2)-1 (N/2)-1 
~ ~ x(2mI+l,2m2+1)!cos(2rr(2mlkl+2m2k2)!N) + sin(2rr(2mlk l+2m2k2)!N)!· 

ml=O m2=O 

Dabei sind die vier Arrays Xoo ' XOI ' XIO und XII periodisch mit (N/2). Unter 

Verwendung der trigonometrischen Identitaten 

cos(2r.(k+(N/2»!N) = cos(2r.k!N+r.) = - cos(2 .. k!N), 

sin(2 .. (k+(N/2»!N) = sin(2 .. k!N+r.) = - sin(2 .. k!N). 

cos(2r.(kl+k2+N)!N) = cos(2 .. (kl+k2)!N), 

sin(2r.(k l +k2+N)!N) = sin(2 .. (k l +k2)!N) 

erhalt man XHy (k l +(N/2),k2), XHy (k l ,k2+(N/2» und XHy (k l+(N/2),k2+(N/2» 

ausgedruckt durch Xoo ' XOI ' XIO und XII 

XHy (k l +(N/2),k2 ) = Xoo(k l ,k2) 

+ XOI(kl,k2)cos(2r.k2!N) + XOI«N/2)-kl,(N/2)-k2)sin(Zr.k2!N) 

- Xlo(kl,k2)cos(2r.k1!N) + Xlo«N/Z)-kl,(N/Z)-k2)sin(Zr.kl!N) 

- Xll(kl,k2)cos(2 .. (kl+k2)!N) + Xl 1 «N/Z)-kl ,(N/Z)-k2)sin(Z .. (k l +k2)!N) , 

XHy (k l ,k2+(N/Z» = XOO (k l ,k2) 

- X01(kl,k2)cos(2r.k2!N) + X01«N/2)-kl,(N/2)-k2)sin(Zr.k2!N) 

+ X1o(kl,k2)cos(2r.kl!N) + X1o«N/Z)-kl,(N/Z)-k2)sin(Zr.kl!N) 

- X1I(kl,k2)cos(2 .. (kl+k2)!N) + Xl 1 «N/Z)-kl ,(N/Z)-k2)sin(2r.(k1+k2)!N) , 

XHy (k1+(N/2),k2+(N/Z» = XOO (k1 ,k2) 

- XOl(kl,k2)COS(Z .. k2!N) + XOl«N/2)-~l,(N/2)-k2)sin(2r.k2!N)-



------r""--------::_--------4 XHy(k"kzl 

caslZnkZ'N' 

Xo,(k"kzl 

N N sin(Znkz'N' 

Xo'(Z-k"Z -kzl 

cas(Znk,'N' 

X,o(k"k z I 

N N sinlZnk,'N' 
X,o(rk"r kzl 

cas(Znlk,.kz"N' 

XlI(k"kzl 

N N sinIZnlk,.kz"N' 
XlI ( Z -k" Z -kzl 

Bild 6.10. Radix-(2X2)-Schmetterling fur die Vektor-Radix-2D-DHYT. 

nach [6.4] 

X1o(k 1 .k2)cos(2~kl/N) + Xlo«N/2)-kl,(N/2)-k2)sin(2~kl/N) 

X11(k l .k2)cos(2~(kl+k2)/N) + X11 «N/2)-k l .(N/2)-k2)sin(2~(kl+k2)/N) 
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Dies illustriert der SignalfluBgraph gemaB Bild 6.10. Darin werden 2D-DHYT­

Schmetterlinge benutzt. die Radix-4-Strukturen besitzen. FUr reelle Daten 

benotigt jeder Schmetterling 6 reelle Multiplikationen und 8 reelle Additio­

nen. Da der SFG der 2D-DHYT einer (NXN)-Daterunatrix insgesamt N2 /4 Stufen 

enthalt. benotigt man zur Berechnung (3/2)N2 10g N reelle Multiplikationen, 
2 

d.h. lediglich halb so viele wie die Vektor-Radix-DFT. sowie 2N2 log 2N reelle 

Additionen. Den SFG dieses Verfahrens zur Berechnung der 2D-DHYT einer reel­

len (4X4)-Daterunatrix zeigt das Bild 6.11. 

Der Vektor-Radix-Algorithmus kann auch vorteilhaft zur Berechnung der zykli­

schen Faltung von zwei 2D-Datenmengen angewandt werden. SolI die zyklische 

Faltung x(n l ,n2 ) von zwei 2D-Datenmengen xl(n l ,n2 ) und x 2 (n 1 ,n2 ) ermittelt 

werden, so kann man zunachst durch den Vektor-Radix-Algorithmus die 2D-DHYT 

XHYI(kl,k2) und XHy2 (k l ,k 2 ) von x1(n l ,n2 ) bzw. x 2 (n1 ,n2 ) gemaB der Gleichung 
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x(O,O) • XHy(O,O) 

x(O,2) XHy (O,1) 

x(2,O) • XHy(1,O) 

x(2,2) • XHy (1,1) 

x(O,1) • XHy (2,O) 

x(O,3) XHy (2,1) 

x(2,1) XHy (3,O) 

x(2,3) • XHy (3,l) 

x(l,O) • XHy (O,2) 

x(1,2) XHy (O,3) 

x(3,O) XHy (1,2) 

x(3,2) • XHY (1.3) 

x(1,1) • XHy (2,2) 

x(2,3) XHy(2,3) 

x(3,l) • XHy (3,2) 

x(3,3) XHy (3,3) 

Bild 6.11. (4x4)-Punkte-SFG fur eine Radix-(2x2)-DHYT mit nur einem ausfUhr­

lich gezeichneten Schmetterling, nach [6.4] 

(6.36) berechnen. Der Zusammenhang zwischen XHy (k l ,k 2) und XHYI(kl,k2) bzw. 

XHY2(kl,k2) ist dann leicht zu ersehen: 

2XHy (k l ,k2 ) XHy2 (k!,k2) + XHy2 (N-k l ,N-k2)XHYI(k!,k2) 

+ XHy2 (k!,k2) XHY2(N-kl,N-k2)XHYI (N-k l ,N-k2)· 

Dann kann man die inverse Hartley-Transformation von XHy (k!,k2) berechnen, 

urn die x(n l ,n2 ) zu ermilleln. 

Abschlie13end diskutieren wir den Zusamnenhang zwischen der 2D-DFT und der 

2D-DHYT. Die 2D-DHYT der (NXN)-Datenmenge x(n!,n2 ) kann auch wie folgl ge­

schrieben werden 



~y(kl,k2) = 

N-1 N-1 
L L x(n1 ,n2) lcos(2n\k1!N)+sin(2Tn1k1!N) llcos(27m.2k2!N)+sin(27m.2k2!N)l 
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n1=O n2=O k t ,k2 = 0,1, ... ,N-1 (6.37) 

Aus der Definition der 2D-DFT und aus (6.37) erhalt man dann 

Diese Beziehung kann leicht fur den multidimensionalen Fall erweitert wer­

den. 

6.4 Algorithmen flir die diskrete 2D-Cosinus-Transfonnation 

Die Algorithmen ftir die zweidimensionale OCT basieren auf der Herleitung 

tiber die 2D-DFT, dem Zeile/Spaite-Algorithmus ftir die OCT, der direkten Be­

rechnung aus der 2D-Datenmenge oder auf der Gewinnung von Teilfolgen unter 

Verwendung der WHT. Da die beiden ersten Methoden unmittelbar aus den Ab­

schnitten 5.2 und 6.2.1 folgen, befassen wir uns hier mit einem Algorithmus 

zur direkten Berechnung aus der 2D-Datenmenge und einem Verfahren zur Er­

mittlung der 2D-DCT-Koeffizienten aus Koeffizienten niedrigerer Ordnung. 

Der Zusammenhang zwischen der 2D-OCT und der 2D-DFT einer (N t XN2 )-Datenmenge 

ist gegeben durch 

Xf (k t ,k2 ) = W- kt / 2 W- k2 / 2 X (k k) 
2N t 2N2 c l' 2 ' 

wobei 

N1-1 

c(k t )c(k2 ) L 
n =0 

1 

N2-1 

L x(nl,nz)cos(rr(2nt+l)kl/(2Nl»cos(rr(2n2+1)k2/(2N2» 
n 2 =O 

(6.38) 
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und 

o 

sonst. 

Die Basisfunktionen g(n 1 ,nz ,k 1 ,kz ) der Transformation sind die abgetasteten 

Cosinus-Funktionen. Aufgrund des separierbaren Transformationskerns laBt 

sich (6.38) in Matrixform umschreiben 

wobei [UN1 ] 
k 1 • n 1 

[VNZ z] = [cos(rr(2nz+1)kz/(2Nz»] 
k2,n 

Die inverse 2D-Cosinus-Transformation 

N -1 N -1 
1 z 

(N1Nz )-1 L L c(k1 )c(kz )Xc (k 1 ,kz )cos(rr(21\ +1 )k/(2N1 ) )cos(rr(2nz +1 )k/(<Nz» 
k1=O kz=O 

kann entsprechend als 

[x] = [ANI ][X ][BNZ ] 
nl.kl cv n2,k2 

mit [ AN 1 ] 
n 1, k 1 

geschrieben werden. 

(6.39) 

(6.40) 



6.4.1 DCT-Algoritrunus zur direkten Anwendung auf die 

2D-Datenmenge 
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In diesem Abschnitt wird ein 2D-FDCT-Algorithmus diskutiert. der nur reelle 

Multiplikationen und Additionen benotigt. Die Anzahl der reellen Multiplika­

tionen (ausgenommen die Anfangsnormalisierung) ist fur (N1XN2 )-Datenabta­

stungen (3/8)N1N2log2 (N1 ·N2 ). wobei Nl und N2 Potenzen von 2 sind. Vergli­

chen mit der Berechnung der 2D-DCT durch den 1D-FDCT-Algorithmus oder einen 

komplexen FFT-Algori thrnus ist dieser Algori thrnus bezuglich der Anzahl der 

Multiplikationen giinstiger. Dazu benutzt dieser 2D-FDCT-Algorithrnus die 

zweidimensionale Datenmenge direkt und nicht getrennt nach Spalten und Zei­

len. d.h. er folgt einer iihnlichen Philosophie wie der Vektor-Radix-Algo­

rithrnus [6.5J. 

Die zweidimensionale inverse DCT (IDCT) fur Daten des Frequenzbereichs mit 

den Indizierungen k 1= 0,1, ... ,N 1-1 und k2= 0,1, ... ,N2-1 laBt sich darstellen 

durch 

N -1 
1 

x(n 1 ,n2 ) = I: 
k =0 

1 

N2-1 

I:Xcv (k 1 ,k 2 ) 

k 2 =0 
cos(rr(2nl+1)kl/(2Nl))cos(rr(2n2+1)k2/(2N2))' 

(6.41) 

Dabei ist x(n 1 ,n2 ) ein Datenelement im zweidimensionalen Objektbereich, das 

in Zeile n 1 und Spalte n 2 liegt und XC(k 1 ,k2 ) ist ein Koeffizient im zweidi­

mensionalen Frequenzbereich. angeordnet in Zeile kl und Spalte k 2 . Die nor­

malisierte Form der DCT-Koeffizienten ist in (6.40) angegeben. 

In Matrixform umgeschrieben wird aus (6.41) 

(6.42) 

wobei [xJ und [Xcv J die Ordnung N1xN2 besitzen. und die inversen Transforma­

tionsmatrizen [AN1(n1.k1)J und [~2(n2.k2)J die Ordnung N1xN1 bzw. N2XN2 ha­

ben und gemaB (6.39) definiert sind. 

Die zweidimensionale DCT gemaB (6.38) kann mit 
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in Summenform folgendermaBen geschrieben werden 

N1-l N2-1 

Xc 1 (k 1 ,kz ) = L: L: x(n 1 ,n2 )cos( r.(2n 1 +1 )k 1/(2N1 )) cos (11"(2n2 +1 )k2/(2N2)) , 
n 1=0 n 2=0 

oder in Matrixschreibweise 

(6.43) 

wobei [U~~.nl] und [V~~.n2] die Transponierten von [A:~.kl] bzw. [B:~ k2] 

sind, namlich 

[UN1 (k1 ,n1 )] 

[VN2 (k2 ,nZ )) 

[cos(r.k 1 (2n 1+1)/(2N 1 ))), 

[cos(r.k2(2nz+l)/(2N2 )))· (6.44) 

Zur Vereinfachung lassen wir die Normalisierungsfaktoren auBer Achl. Aus 

(6.43) und (6.44) ist offensichtlich, daB die zweidimensionale OCT-Matrix 

die Transponierle der 2D-IDCT-Malrix isl. Wenn der FluBgraph fur den 2D­

I FDCT-Al gor i lhmus in der umkehrlen Richlung durchlauI en wi rd, ergibl sich 

deshalb der FluBgraph fur den 2D-FDCT--Algori thmus. 

Zuerst wird di e Dalenmalr ix des Obj eklsbereichs behandelt. Die (N 1 XN2 )-Da­

tenmalrix [x] laBl sich aufleilen und in eine Menge von vier (N 1 /2)X(N2/2)­

Unlermatrizen [ql]' [q2]. [q3] und [q4) umordnen 

[xl ~ [ 

[Ql(n 1 ,nZ )] 

[QZ(n1 ,n2 )] 

[Q3 (n 1 ,n2 )] 

[Q4(n 1 ,nZ )] 

[x(n1 ,n2)] , 

[x(n1 ,Nz-l-n2 )] 

[x(N1-1-n l ,n2 )] 

[x(N1-l-n1 ,N2-1-n2 )]· 

(6.45) 

(6.46) 
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Die KoeUizientenmatrix im Frequenzbereich ist eine (Nl xN2 )-Matrix. 

[Xc !(k l .k2)] laBt sich ebenfalls in vier (NI/2)X(N2/2)-lintermatrizen [QI]' 

[Q2]' [Q3] und [Q4] aufteilen 

(6.47) 

wobei wiederum fur k l = 0.1 ..... (NI/2)-1 und k2= 0.1 ..... (N2/2)-1 gilt: 

[QI (k l ·k2 )] 

[Q2 (k I . k2 ) ] 

[Q3 (k l .k2 )] 

[Q4(k l ·k2)] 

[Xc (2k l ·2k2)]· 

[Xc (2k l ·2k2+1)] , 

[Xc (2k l +1. 2k2)] . 

[Xc (2k l+1.2k2+1)]. (6.48) 

Die (NIXNI)-Transformationsmatrix [ANI] wird geteilt und dann in vier 

(N/2)x(N2/2)-Untermatrizen [AI]' [A2]. [A3] und [A4] gruppiert. wobei die 

Zeilen dieser Untermatrizen denen der Untermatrizen von [Xc] und die Spalten 

denen der Untermatrizen von [Xc] entsprechen. d.h. 

[A" J ~ [ 

mit [A1(nl.kl )] 

[A2 (n l ,k l )] 

[A 3 (nl,k l )] 

[A4 (n l ,k l )] 

[ANI (n l ,2k l )], 

[ANI (n l ,2k l +1»). 

[ANI(NI-1-nl,2kl)]' 

[ANI(NI-1-nl·2kl+1)], 

Mit (6.39) kann gezeigt werden [6.5], 
[AI (nl·kl )], und [A4 (n l .kl )] = -[A2 (nl .kl )]. d.h. 

[ [A, J [A, J ]. 
[ANI] 

[AI] -[A2] 

(6.49) 

daB 

(6.50) 
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Ahnlich kann die Transformationsmatrix [~2] in vier Untermatrizen organi­

siert werden. so daB 

(6.51) 

mit 

(6.52) 

fur n 2 . k2 = 0.1 ..... (N2/2)-1 und k2= 0.1 ..... (N2/2)-1. Aus (6.42). (6.45). 

(6.47). (6.50) und (6.51) erhalt man 

[q 1 ] [q2] [AI] [A2 ] 

1 [ 
[Ql] [Q2] [Bl ] [B2 ] 

T 

[xJ (6.53) 

[qJ [q4] [AI] -[A2] [Q3 J [Q4] [B l ] -[B2J 

Gleichung (6.53) kann nun wie folgt wngeordnet werden: 

[q 1 ] [gl] 

[q2 J -1 1 -1 [g2] 

(6.54) 

[qJ -1 -1 [g) 

[q4] -1 -1 [g4] 

mit [g I] [AI ][Ql ][Bl]T. 

[g2] [A2)[Qz)[B2]T. 

[g3] [A3][Q3 J [B3 JT. 

[g4 J [A4 ][Q4][B4 JT. (6.55) 

Gleichung (6.54) zeigt. daB die {N 1 XN 2)-IDCT-Matrix [x] in eine Menge von 

vier {N/2)X{N2/2)-Untermatrizen [ql]' [q2]' [q3] und [q4] aufgeteilt wird. 

wobei jede eine lineare Kombination (Hadamard-operation) der vier 

(N/2)X(N2/2)-Untermatrizen [gl]' [g2]' [g3] und [g4] ist. 

Es laBt sich nun zeigen. daB jede dieser Untermatrizen eine (N I /2)X(N2/2)­

IDCT-Matrix ist [6.5]. Aus (6.39) und (6.49) erhalt man z.E. 
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Analog dazu erhalt man aus (6.39) und (6.52) 

FUr die weitere Oarstellung werden die diagonalen Matrizen 

1/(2cos(rr/(2N t ») 

(6.56) 

und 

1/(2cos(rr/(2N2 ») 

(6.57) 

benotigt. 

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden folgende Abklirzungen eingeflihrt: 

[g; 1 
[g~l 

[g;l 
[g~l 

[gt] 

[g2 ][02 rt 

[Ot rt [g3] 

[0 rt [g ][D rt 
1 4 2 • 

Aus (6.55) folgt 

(6.58) 

(6.59) 

Gleichung (6.59) beschreibt eine zweidimensonale (N t /2)X(N2 /2)-IDCT. wobei 

(6.60) 
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Man beachte, da1l die Daten auJ3erhalb der zweidimensionalen (N1 XN2 )-Blocke 

als Null angenommen sind. Analog dazu kann man nun [G2] und [G3] herleiten 

[6.5]: 

[g2][ D2r 1 

[ D1 r 1 [g3] 

[ANl/2][G2][aN 2/ 2]T, 

[ANl/2][G3][BN2/2]T. 

Das sind zweidimensionale (N 1/2)X(Nz/2)-IDCT fur kl 

k2 = 0.1, .... (N2/2)-l, fur die 

[G2 (k 1 ,k2 )] 

[G3 (k 1 ,k2 )] 

[Xc(2kl,2k2~1)] + [Xc (2k1 ,2k2-1)], 

[Xc (2k1 +1,2k2 )] + [Xc (2k1+1,2k2-1)] 

(6.61) 

(6.62) 

0,1 ..... (N 1 /2)-1 und 

(6.63) 

(6.64) 

gilt. [g~] ist ebenfalls eine zweidimensionale (N 1 /2)X(N2/2)-IDCT-Matrix 

[g~] 

mit 

[G4 ] [Xc(2kl+1,2k2+1)]+[XC(2kl+1,2k2-1)]+[Xc(2kl-1,2k2+1)]+[Xc(2kl-l,2k2-1)]. 

(6.65) 

Auf diese Weise wird eine zweidimensionale (N1 xN2)-IDCT-Matrix in eine Menge 

von vier (N 1 /2)X(N2/2)-Untermatrizen zerlegt. Jede davon ist eine lineare 

Kombination von vier, durch zwei diagonale Matrizen [D 1 ] und [D2] skalierte 

(N 1 /2)X(N2/2)-IDCT-Matrizen. Wenn diese Zerlegungsmethode rekursiv durchge­

flihrt wird, ergibt sich ein zweidimensionaler IFDCT-Algorithmus. 

Weil die zweidimensionale FDCT die transponierte Form der zweidimensionalen 

IFDCT ist. sind ihre FluJ3graphen gleich denen der zweidimensionalen IFDCT 

jedoch in umgekehrter Richtung zu durchlaufen. Zur weiteren Erlauterung die­

ses Algorithmus·. betrachte man den Algorithmus in zwei Phasen: 

(1) Hintransformation: 

Aus den (N1/2)X(N2/2)-Untermatrizen [ql]. [Q2]. [Q3] und [Q4] nach 

(6.45) und (6.46) werden die Untermatrizen [g;]. [g~]. [g;] und [g~] wie 

folgt berechnet: 
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[g;] 1 [q 1 ] 

[g;] -1 -1 [q2] 

[g~ ] -1 -1 [q3] 

[g~] -1 -1 [q4] 

Diese Untermatrizen werden durch die diagonalen (N1/2)X(N2/2)-Unterma­

trizen [D2 ] und [D1 ] gemaB (6.56) und (6.57) in die (N1/2)X(N2/2)-Dnter­

matrizen [gl]' [g2]' [g3] und [g4] umgeformt: 

[gl] [g;], 

[g2] [g;][D2 ], 

[g3] [Dl][g~], 

[g4] [Dl][g~][D2]' 

(2) RUcktransformation : 

Seien [G;], [G;], [G;] und [G~] die zweidimensionalen (NJ2)X(Nz/2)-DCT 

von [g'], [g'], [g'] und [g']. Aus den Untermatrizen [gl]' [gz]' [g3] 
1 2 3 4 

und [g4] rekonstruiert man die folgenden (NJ2)X(Nz/2)-Untermatrizen 

[Ql]' [Q2]' [Q3] und [Q4] gemaB (6.47) und (6.48): 

[Ql] [G;] , 

[Q2] [G;] + [G; I] , 

[Q3 ] [G; ] + [G;l]' 

[Q4] [G~] + [G~l] + [G~2] + [G~3]' 

0,1, ... ,(N1 /2)-1 und k2 = 0,1, ... ,(N2/2)-1 gilt dabei 

[G~l (k1 ,k2 )] 

[G;1(k1 ,k2)] 

[G~l (k1 ,k2 )] 

[G~2(kl,k2)] 

und [G~3(kl,k2)] 

[G~(kl ,k2 +1)], 

[G;(k1+1,k2)] , 

[G~(kl,k2+1)], 

[G ~ (k 1 + 1 ,k2 ) ] , 

[G~(kl+1,k2+1)]. 

(6.66) 

(6.67) 

Es wird angenorI1Ilen, daB die Daten auBerhalb der (NJ2)X(N2/2)-Blocke 

Null sind. 
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Als Beispiel betrachten wir eine zweidimensionale (4x4)-IDCT-Matrix. 

Xc(O.O) Xc(O.l) Xc (O.2) Xc (O.3) 

Xc(l.O) Xc(l.l) Xc (l.2) Xc (l.3) 

Xc(2.l) Xc (2.2) 

Xc (3.l) Xc (3.2) 

(6.68) 

wird in vier (2X2)-untermatrizen [Ql]' [Q2]' [Q3] und [Q4] aufgeteilt. 

die (6.47) und (6.48) erflillen. Das ergibt 

XC (1.2)]. 

Xc (3.2) 

Xc (O.3) ]. 

Xc (2.3) 

]. (6.69) 

Mit (6.66). (6.67). (6.68) und (6.69) findet man: 

[ X.(O.O) X.(0.2) ]. 
[G 1 ] 

Xc(2.0) Xc (2.2) 

[Gz ] 
[X.(O") X.(0.3)+X.(0.1) l' 

Xc(2.l) Xc (2.3)+Xc (2.1) 

Xc(l.O) Xc (l.2) 

] , [G3 ] 

Xc(3.0)+Xc(1·0) Xc (3.2)+Xc(1·2) 

[ X (1.1) X.(1.3)+X.(1.1) ] 
[G4 ] 

X (3.:)+X (1.1) X (3.3)+X (3.1)+X (1.3)+X (1.1) c c c c c c 
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Man betrachte zuerst nur die Matrix [G I ]. die wieder in vier (1xl)-un­

termatrizen [Z%I]. [Z%2]' [Z%3] und [Z%4] aufgespalten werden kann. Mit 

(6.47). (6.48). (6.60). (6.63). (6.64) und (6.65) erhiilt man 

[Z%I(O.O)] [GI(O.O)] = Xc(O.O). 

[Z%2(0.0)] [G I (O.I)] = Xc(0.2). 

[Z%3(0.0)) [G I (I.0)] = Xc(2.0). 

[Z%4(0.0)) [GI (1.1)] = Xc(2.2). (6.70) 

Weil die Transformationsmatrizen [AI] = [A(O.O)] = 1 und [B l ] = [B(O.O)] 

= 1. erhiilt man aus (6.70) die (IXl)-Matrizen [z;]. [z;]. [z;] und [z~]. 

Wenn (6.59). (6.62) und (6.65) benutzt werden. ergibt sich 

z;(O.O) 

z;(O.O) = z2(0.0)(2cos(~/4))Z2(0.0) = Xc (0.2) 

oder Z2(0.0) = Xc(0.2)/(2cos(~/4)). 

z;(O.O) = (2cos(~/4))Z3(0.0) = Z3(0.0) = Xc(2.0) 

oder Z3(0.0) = Xc(2.0)/(2cos(~/4)). 

z~(O.O) = (2cos(~/4))Z4(0.0)(2cos(~/4)) = Z4(0.0) = Xc(2.2). 

oder Z4(0.0) = Xc(2.2)/(4coS2(~/4)). 

Dann konstruiert man entsprechend (6.45). (6.47) und (6.54) die (2x2)­

Matrix [g;] aus Zl' Z2' Z3 und Z4: 

g; (0.0) Zl 
g;(0.1) -1 -1 Z2 

[g; ] 

g;(1.0) 1 -1 -1 Z3 
g~(1.1) 1 -1 -1 Z4 

z;(O.O) 

1 -1 1 -1 z;(0.0)/(2cos(~/4)) 

-1 -1 z;(0.0)/(2cos(~/4)) 

-1 -1 z~(0.0)/(4COS2(TI/4)) 
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d.h. 

g~(O.O) = Xc(O.O) + Xc(0.2)/(2cos(r./4» 

= x (2.0)/(2cos(r./4» + X (2.2)/(4cos 2 (r./4». 
c c 

g;(0.1) = Xc(O.O) - Xc(0.2)/(2cos(r./4» 

= x (2.0)/(2cos(r./4» - X (2.2)/(4cos 2 (r./4». 
c c 

g~(1.0) = Xc(O.O) + Xc(0.2)/(2cos(r./4» 

= x (2.0)/(2cos(r./4» - X (2.2)/(4cos 2 (r./4». 
c c 

g;(1.1) = Xc(O.O) - Xc(0.2)/(2cos(r./4» 

= X (2.0)/(2cos(r./4» X (2.2)/(4cos2(rr/4». 
c c 

In analoger Weise kann man die anderen drei (2X2)-Untermatrizen [g~]. 

[g~] und [g~] aus den Untermatrizen [G2 ]. [G3 ] und [G4 ] ermitteln. Mit 

(6.59). (6.58). (6.61) und (6.62) !olgt dann 

[g2) [g~ )[D2] 

[g3) [Dl)[g~) 

g; (1.0) ]. 

g;(1.1) 

[ .;(0.0) 

g~(1.0) 

g~(1.0) 

g~(1.1) 

1/(2cos(r./8) ) 

] [ 
1/(2cos(r./8» 0 

o 1/(2cos(r./8» 

0 

o 1/(2cos(r./8) ) 
]. 

[ 1/(~COS(r./8» 0 ][g~(o.o) g~(1'0)][1/(2cos(r./8» 0 ]. 

o 1/(2cos(r./8» g~(1.0) g~(1.1) 0 1/(2cos(r./8» 
(6.71) 

Mit (6.71) kann man nun die (4X4)-IDCT-Datenmatrix [x) ermitteln. Der ent­

sprechende SFG ist im Bild 6.12 dargestellt. Dazu wendet man (6.45). (6.46) 

und (6.54) an. 
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H 
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"-----I 
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H 
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X (0,3) 

X (3,0) 

x (3,3) 

X (0,1) 

X (0,2) 

X (3,1) 

X (3,2) 

x (1,0) 

x( 1,3) 

x (2,0) 

x (2,3) 

x ( 1,1) 

x( 1,2) 

x(2,1 ) 

x (2,2) 

Bild 6.12. SFG einer 2D-IDCT fur NXN = 4x4. nach [6.5] 

6.4.2 DCT-Berechnung aus Koeffizienten niedrigerer Ordnung 
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Urn den Algori thrnus zur Bestirnmung der zweidimensionalen DCT-Koeffizienten 

von Datenblocken der GroBe NxN aus den OCT-Koeffizienten von Datenblocken 

(N/2)x(N/2) zu entwickeln. beachte man. daJ3 die zweidimensionale Konversion 

der Matrix [X] eine Matrix [T][X][T]T ist. wobei [T] eine orthogonale Trans­

formationsmatrix ist [3.1]. 

Mit diesen Bezeichnungen kann die Beziehung zwischen der zweidimensionalen 

Cosinus- und der 2D-Walsh-Hadamard-Transformation (im Bitumkehrform) als 

L = O.l •.... r und N=2 r (6.72) 
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geschrieben werden. wobei [Xc<L>] und [XwH<L>] die zweidimensionalen DCT­

bzw. DWHT-Koeffizienten-Matrizen im Bitumkehrform zur (NXN)-Qbjektmatrix 

[x(n l .n2)] sind. 

AuBerdem gelten die Beziehungen 

[X (L)] = [C(L)][x(L)][C(L)]T. 
c 

Nach der Substitution (6.5) in (6.72) und unter Verwendung der blockdiagona­

len Matrix [T(L)] (vgl. die Abschnitte 6.1 und 4.4.6) 

[T(L-1)] 

[T(L) ] 

o 
erhiilt man 

[T(L-1)][Ull ][T(L-1)]T 1 [T(L-1)][U12 ][R(L-1)]T 1 
------------1------------ . 

[R(L-1)][U2l ][T(L-1)]T 1 [R(L-1)][U22 ][R(L-1)]T 

(6.73) 

wobei [Ull ] [XWHll (L-1)] + [XWH12 (L-1)] + [XWH2l (L-1)] + [XwH2z (L-1)]. 

[U12 ] [XWH11 (L-1)] - [XWHI2 (L-1)] + [XWH21 (L-1)] - [XwH22 (L-1)]. 

[U21 ] [XWH11 (L-1)] + [XWHI2 (L-1)] - [XWH2l (L-1)] - [XWH22 (L-1)]. 

[U22 ] [XWHII (L-1)] - [XWH12 (L-1)] - [XWH21 (L-1)] + [XwH22 (L-1)]. 

Man beachte. daB sich die zweidimensionale DCT des quadratischen Datenblocks 

(ij) auf die zweidimensionale Walsh-Transformierte desselben Quadranten be­

zieht. d.h. 

Mit (6.74) und (6.72) schreibt man (6.73) wie folgt urn 

p' 
1 1 

p' 21 

wobei die p~J die folgende Bedeutung haben 

i . i 1.2. (6.74) 



[P~2] = [T(L-l)][UI2 ][R(L-l)]T 

= [T(L-l)][UI2 ][T(L-l)]T[T(L-l)][R(L-l)]T 

= [PI2 ][T(L-l)][R(L-l)]T = [PI2 ][Z(L-l)]T 

Bemerkung : [P I2 ] = [T(L-l)][UI2 ][T(L-l)]T). 

[P~l] = [R(L-l)][U2I ][T(L-l)]T 

= [R(L-l)][T(L-l)]T[T(L-l)][U2I ][T(L-l)]T = [Z(L-l)][P2~] 
( Bemerkung : [P21 ] = [T(L-l)][U2I ][T(L-l)]T). 

[P~2] = [R(L-l)][U22 ][R(L-l)]T 

= [R(L-l)][T(L-l)]T[T(L-l)][U22 ][T(L-l)]T[T(L-l)][R(L-l)]T 

= [Z(L-l)][P22 ][Z(L-l)]T 

Bemerkung : [P22 ] = [T(L-l)][U22 ][T(L-l)]T). 
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Gemafi (6.72). (6.5) und (6.74) lassen sich nun die P iJ wie folgt herleiten: 

[PII ] = [T(L-l)][UII ][T(L-l)]T 

= [T(L-l)]l[~II(L-l)]+[~HI2(L-l)]+[~H21(L-l)]+[~H22(L-l)]![T(L-l)]T 

= [Xcl1 (L-l)] + [XcI2 (L-l)] + [Xc21 (L-l)] + [Xc22 (L-l)]. 

[Pl2 ] = [T(L-l)][UI2 ][T(L-l)]T 

= [T(L-l)]l[~HII(L-1)]-[~HI2(L-1)]+[~H21(L-1)]-[~H22(L-1)]![T(L-l)]T 
= [XCII(L-l)] - [XCI2 (L-l)] + [XC21 (L-l)] - [Xc22 (L-l)]. 

[P21 ] = [T(L-l)][U2I ][T(L-l)]T 

= [T(L-l)]l[~HII(L-1)]+[~H12(L-1)]-[~H21(L-1)]-[~H22(L-1)]![T(L-l)]T 
= [XC11 (L-l)] + [XcI2 (L-l)] - [XC21 (L-l)] - [Xc22 (L-l)]. 

[P22 J = [T(L-l)][U22 ][T(L-l)]T 

= [T(L-l)]l[~II(L-l)]-[~HI2(L-l)]-[~21(L-l)]+[~H22(L-l)]![T(L-l)]T 

= [Xcll(L-l)] - [XcI2 (L-l)] - [Xc21 (L-l)] + [Xc22 (L-l)]. 

Damit ergibt sich schliefilich 
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mit 

und 

[P 11 ) 

[P 12) 

[P 21 ) 

[P22 ] 

p' 
1 1 

1 [ P' 21 

[Xc 11 (L-l)] 

[X C11 (L-l)) 

[XC11 (L-l)) 

[X ell (L-l ) ) 

+ [XCI2 (L-l)) 

- [XCI2 (L-l)] 

+ [XcI2 (L-l)) 

- [XCi 2 (L-l )] 

[Z(L-l)] [R(L-l))[T(L-l)]T. 

[PI2)[Z(L-l))T 

[Z(L-l))[P22 )[Z(L-l))T 

+ [Xc21 (L-l)) + [Xc22 (L-l)]. 

+ [X C 2 1 (L-l )] - [ X C 2 2 (L-l )] . 

- [XC 2 1 (L-l)] - [Xc22 (L-l)). 

- [Xc21 (L-l)] + [Xc22 (L-l)] 

Die Anwendung dieses Algorithmus' ist zweckmaRig. wenn die DCT-Koeffizienten 

von Unterbildern steigender GroBe (2X2. 4X4. 8X8 .. .. ) gewlinscht werden. wie 

z.B. bei der Transformationskodierung. Bei "in-place"-Verarbeitung ist 

hierzu normalerweise jeweils eine RUcktransformation zu den Objektdaten nO­

tig. Der hier beschriebene Algorithmus vermeidet dies. Er benotigt 

(N2/4)+(N3 /2) Multiplikationen und ist damit bis zu Blockgrol3en von 32X32 

gUnstiger als die Methode mit RUcktranslormation [3.1]. 



7 Implementiemng der Algorithmen 

7.1 Software-Implementierung 

Die in den Kapiteln 4 und 6 vorgestellten Algorithmen konnen in verschiede­

ner Weise realisiert werden. Es ist zu unterscheiden zwischen der software­

maBigen Implementierung auf verschiedenen Arten von Allzweckrechnern oder 

auf Signalprozessoren sowie der Realisierung durch eine spezielle Hardware. 

Die Implementierungen setzen eigentlich erst die MaBstabe fur die Beurtei­

lung der Effizienz eines Algorithmus' in Form von Kosten an Hardware und/ 

oder Berechnungszeit. Eine Bewertung kann deshalb nur unter gleichzeitiger 

Berucksichtigung der Hardware erfolgen. auf der ein Algorithmus implemen­

tiert werden solI. 

In zahlreichen Fallen wird eine programmtechnische Implementierung auf einem 

Allzweckrechner erfolgen. dessen Leistung zwischen der eines einfachen Per­

sonal-Computers bis hin zum Vektorrechner oder Supercomputer liegen mag. FUr 

solche Implementierungen liegt die Benutzung einer Hochsprache fur die Pro­

grammierung naturlich nahe. In der Tat enthalten zahlreiche der im Litera­

turverzeichnis zitierten Arbeiten derartige Programme. Wegen der meist re­

gelma13igen Struktur der SignalfluBgraphen fallen solche Hochsprachenpro­

gramme i.allg. kurz aus. Allerdings kann man bei Compilern. die nicht fur 

den betreffenden Prozessor optimiert sind. nicht unbedingt davon ausgehen. 

daB ein optimaler Code erzeugt wird. Deshalb mag es zweckmi:i.Big sein. die 

Programme teilweise oder ganz in der jeweiligen Assembler-Sprache zu schrei­

ben. Wegen des dami t verbundenen Umfangs verzichten wir allerdings bewul3t 

auf die Angabe von Transformationsprogrammen. 

Die Programmierung stutzt sich auf die SignalfluBgraphen und stellt sich im 

Fall der "in-place"-Verarbeitung besonders einfach dar. Bei der Implementie-
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Re[x(O)) Re[X(Oll 

Re[x(111 
cos 9 

Re[X( 1)) 

sin 9 9 = 2nn k 
N 

-sin e 
Im[x(O)] Im[X(Oll 

Im[x(1)) 
cos 9 

Im[X(1)] 

Bi 1 d 7.1. Voll standig dargestell ter Schmet ter ling fur kompl exe Daten 1IDd 

Multiplikation mit komplexen Faktor exp(j8) 

r1IDg der Fourier-Transformation ist zu beachten. daB nicht nur die Koeffi­

zienten sondern i.a. auch die Objektdaten komplex sein konnen. d.h. in allen 

Stufen Real- 1IDd lmaginarteile verarbeitet werden mUssen. die deshalb meist 

gesondert adressiert werden. Bild 7.1 illustriert die Verarbei t1IDg zweier 

komplexer Datenwerte X(O) 1IDd X(1). Dabei sei mit einem Drehfaktor 

exp(-j8) exp( - j 2Tmk/N) 

zu multiplizieren. Unter Beacht1IDg von 

[RelX(1)(+jlmlX(1)(](cos8-jsin8) 

= [RelX(1(cos8+ImlX(1)(sin8] + j[ImlX(1)(cos8-RelX(1)(sin8] 

erhalt man fur komplexe Daten 1IDd Multiplikatoren einen erweiterten SFG ge­

maO Bild 7.1. Es zeigt sich. daB eine komplexe Multiplikation 4 reel Ie Mul­

tiplikationen 1IDd 2 reelle Additionen erfordert. AuBerdem sind noch 4 wei­

tere Additionen bzw. Subtraktionen fur die Bild1IDg von Real- 1IDd Imaginar­

teil notig. sowie 4 Lese- 1IDd 4 Schreibzyklen. Diese Operationen sind bei 

der Abarbeit1IDg eines Gr1IDdschmetterlings mit Drehfaktor auszufUhren. 

Die speziellen Eigenschaften eines Rechners bestimmen weitgehend die Effi­

zienz einer Implementier1IDg. So erweisen sich Array-Prozessoren als be son­

ders geeignet. In [7.1] werden Methoden der Implementier1IDg von Radix-2-

Transformationen auf Array-Prozessoren betrachtet. Es wird gezeigt. daB eine 

O(P)-Beschle1IDig1IDg (P ist die Lange des Arrays) fur die arithmetischen Ope-
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ralionen erhallen wird. Allerdings verursachl das Dalen-Rouling einen zu­

salzlichen Organisalionsaufwand. 

Die Implemenlierung von Transformalionsalgorilhmen auf Signalprozessoren isl 

von Assembler-Programmierung und der Verfugbarkeil von Hardware-Mulliplika­

toren gepragl [7.2]. Unter Verwendung der (bei vielen Signalprozessoren vor­

handenen) Akkumulaloren wird es m6glich. Mul tiplikalion und Addition als 

eine Operalion aufzufassen. was zu neuen Optimalitalskriterien und somil zu 

modifizierten Algorithmen fUhrt [7.3]. Die allgemein ubliche Regel. daB die 

Anzahl der Multiplikationen die Kosten (Rechenzeit) eines Algorilhmus' be­

slimml. ist hier also auBer Kraft geselzl. 

Unlersuchungen uber die parallele Verarbei tung durch mehrere Prozessoren 

findel man z.B. in [7.4] bis [7.7]. AIIgemein wird angestrebl. die Aufgaben 

so auf die Prozessoren zu verteilen. daB diese m6glichsl gleichmaBig ausge­

laslel werden. Urn dieses Ziel zu erreichen. mUssen ggf. auch zusatzliche 

("in-place"-) Sorlierungen vorgenommen werden. Bild 7.2 illustrierl diesen 

Vorgang an einem Beispiel [7.7]. Durch eine "Shuffle"-Sortierung nach der 

zwei len Iteralion wird erreichl. daB vier Prozessoren mil vier privalen 

Speichern unabhangig voneinander an dem Problem arbeiten konnen. Da bei fasl 

allen der hier inleressierenden Orlhogonallransformalionen jeder Koeffizienl 

von allen Objekldaten abhangl. isl eine vollslandige Parallelisierung nichl 

m6glich. Es wird also immer Anleile des Algorilhmus geben. die sich nichl 

parallelisieren lassen. In dem im Bild 7.2 dargeslellten Beispiel ist das 

der Abschnill fur die "Perfecl-Shuffle"-Umsortierung. Derartig slruklurierte 

Aufgaben. die also seriell abzuarbeilende Anleile enlhalten. unlerliegen Am­

dahls Gesetz [7.8]. Wenn b der Bruchleil der parallelisier~aren Operalionen 

und p die Anzahl der parallelen Prozesse isl. dann erhalt man hochslens eine 

Beschleunigung urn einen Faktor S = «l-b) + b/p)-l. Nimml man fur das obige 

Beispiel an. daB die Umsortierung 10% des Aufwandes an Operalionen erfor­

derl. so erhall man einen Faktor S = ( (1-0.9) + 0.9/4 )-1 ~ 3.1 fur die 

Beschleunigung durch vier parallele Prozessoren. 
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Bild 7.2. Zur Aulteilung einer 16-Punkte-("in-place"-) Transformation auf 4 

Prozessoren 

7.2 Hardware-Realisierung 

Anstatt die Transformationsalgorithrnen au! kornmerziell verfligbaren Rechnern 

oder Prozessoren zu implementieren. kann man spezielle Hardware-Strukturen 

verwenden. Derartige Transformationsprozessoren erweisen sich naturgemaB als 

au13erst unflexibel (z.B. beztiglich der Trans!ormationslange). Andererseits 

erreichl man mit ihnen hohe Ausfiihrungsgeschwindigkeiten bei einem giinstigen 

Preis/Leistungs-Verhaltnis. In letzter Zeit sind verschiedene VLSI-Realsie­

rungen bekannt geworden. deren Prinzipien von Pipeline-Architekturen tiber 

Parallel-Pipelining bis hin zu zellularen und systolischen Arrays reichen. 

Hardware zur schnellen Aus!iihrung von orthogonalen Transformationen kann 

grob wie !olgt klassi!iziert werden: 



Serielle Strukturen. 

Pipeline-Strukturen. 

Parallel-Strukturen. 

Array-Strukturen. 
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FUr die serielle Verarbeitung ist es zweckmaBig. die Algorithmen so zu ge­

stalten. daB aIle Iterationen von gleicher Struktur sind. Darm karm man 

samtliche Iterationen auf der gleichen Hardware ausfi.ihren. Bild 7.3 illu­

striert dies am Beispiel einer 8-Punkte-Transformation. Der SFG zeigt. daB 

die Operationen nicht "in-place" durchfi.ihrbar sind und die Reihenfolge von 

der Biturnkehrordnung abweicht. Multiplikationen (z.B. mit Drehfaktoren) sind 

nicht dargestellt. 

x(O) -----::-~----:-----,.... X(O) 

x(3) 

X(1) 

X(2) 

X(3) 

X(4) 

X(S) 

X(6) 

X(7) 

Bild 7.3. SFG mit gleicher Struktur in allen Iterationen 

Pipeline-Architekturen beruhen auf der zeitlichen Staffelung der Operatio­

nen. Die meist regelmaBige Struktur der Algorithmen von Orthogonaltr~sfor­

mationen erlaubt eine eIfiziente Anwendung dieses Prinzips [7.9]. [7.10]. 

Eine weitere Steigerung der Geschwindigkeit laBt sich durch eine Kombination 

von Pipeline- und Parallel-Verarbeitung erzielen. Untersuchungen hierzu 1in­

det man in [7.11]. [7.12]. 

Die konsequente Weiterentwicklung des Parallel-/pipeline-Prinzips fi.ihrt zur 

Auflosung der Hardware in ein Array von Prozessoren. Die Verwendung zellula­

rer Prozessoren erfordert eine Kornmutierung der Daten nach jeder Iteration. 

FUr diese Aufgabe eignet sich das "Perfect-ShuUle"-Netzwerk. das im Bild 

7.4 an einem Beispiel dargestellt ist. Beispiele fur die Anwendung zellula-
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x(O) X(O) 

x (1) X(4) 

X(2) 

X(6) 

x(4 X(l) 

xIS) X(S) 

X(3) 

x(7) X (7) 

Bild 7.4. Verwendung zellularer Prozessoren und Kommutatoren 

rer Prozessoren auf zweidimensionale Transformationen zeigen die Bilder 7.5 

und 7.6. Die Prozessoren erzeugen Surnme und Differenz der Inputs. Eine hie­

rarchische WIff, die zunachst die (2X2)-Koeffizienten und aus diesen die 

(4X4)-Koeffizienten erzeugt, ist im Bild 7.5 dargestell t. BUd 7.6 illu­

striert eine direkte 2D-FFT. Die Indizierung der Daten folgt dabei Bild 5.8. 

Wahrend die zellularen Prozessoren Worter geeigneter Lange verarbeiten, er­

folgt die Verarbeitung bei Systolischen Arrays bitweise. Uber die Implemen­

tierung der FFT auf Systolischen Arrays berichtet z.B. [7.13]. 

Vor Einflihrung der VLSI-Technik war es undenkbar, Hardware-Realisierungen 

von Orthogonal transiormationen fi.ir technisch interessante Werte von N zu 

vernlin!tigen Preisen herzustellen. Zum Zeitpunkt der Herausgabe dieses Bu­

ches sind entsprechende ICs erhaltlich [7.14], [7.15]. AuBerdem besteht die 

Moglichkei t, spezielle Trans!ormationsalgori thmen durch semikundenspezifi­

sche ICs (z.B. Gatearrays) zu realisieren. Diese Operationen werden in der 

Zukunft die Einsatzbereiche orthogonaler Trans!ormationen bedeutend erwei­

tern. 



x(12) 

x(13) 

x (20) 

x (21) 

x(30) 

x (31) 

x(22) 

x(23) 

x(32) 

x(33) 

2~ 2-
Koeffizienten 

4" 4-

X(OO) 

X(O 1) 

X(10) 

X (11) 

X(13) 

X(20) 

X(21) 

299 

Bild 7.5. Beispiel fur die Verwendung zellularer Prozessoren: hierarchische 

(4X4)-WlIT 
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4x4 - 4,,4-
Koeffizienten 

x(O 0) X(O 0) 

x(02 ) X(O 2) 

x(20) X(10 ) 

x(22) 

x(O 1) 

x(03) X(22) 

x(21) X(30) 

x(23) X(32) 

x(10) 

x(12) 

x(30) X(11) 

x(32) X(13) 

x (111 X(21l 

x(13) X(23) 

x(31) X(31) 

x(33) X(33) 

Bild 7.6. Beispiel fur die Verwendung zellularer Prozessoren: direkte 

(4X4)-FFT 
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