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Yorwort

Seit Bekanntwerden "schneller” Algorithmen haben orthogonale Transformatio—
nen in der digitalen Signalverarbeitung zunehmend an Bedeutung gewonnen.
Ausgehend vom "klassischen” Cooley-Tukey—Algorithmus der diskreten Fourier—
Transformation wurde eine Vielzahl anderer Algorithmen mit dem Ziel ent-
wickelt, den Rechenaufwand weiter zu reduzieren. So entstanden z.B. der
Primfaktor—Algorithmus, der Winograd-Algorithmus und der Split-Radix-Algo—
rithmus der DFT. AuBlerdem wurden schnelle Algorithmen fir andere Transforma-—
tionen, wie die Walsh—, Haar—, Cosinus-Transformation etc. bekannt. Viele
dieser Transformationsalgorithmen kénnen vom Rechner stufenweise, d.h. in

Iterationen abgearbeitet werden. so daB i.a. eine speichersparende "in—

place”—Verarbeitung moglich ist.

Wegen der rasanten Entwicklung auf dem Gebiet der digitalen Bildverarbeitung
hat das Interesse an zweidimensionalen Orthogonaltransformationen in letzter
Zeit stark zugenommen. Infolgedessen entstanden zahlreiche Algorithmen fiar
2D-Transformationen. Haufig wird hierbei von der Separierbarkeit in Zeilen—
und Spaltentransformationen Gebrauch gemacht. Es hat sich jedoch gezeigt,
daB anders geartete Algorithmen (z.B. die Berechnung aus Koeffizienten nie—

drigerer Ordnung) vorteilhafter sein konnen.

Vor dem Hintergrund der Verfiigbarkeit von integrierten Schaltungen zur
Durchfiihrung orthogonaler Transformationen gewinnt die Signalverarbeitung im
Transformationsbereich eine neue Dimension. Die Moglichkeit, spezielle
Transformationsalgorithmen als (semi—) kundenspezifische integrierte Schal-
tungen zu realisieren, 1aBt die Kenntnis bestehender Algorithmen sowie der

ihnen zugrunde liegenden Prinzipien besonders aktuell erscheinen.

Mit diesem Buch werden mehrere Ziele verfolgt: Nach einer Ubersicht iiber die

wichtigsten Orthogonaltransformationen (Kapitel 2) werden einige grundsatz-—



Vi

liche Probleme der diskreten "schnellen” Transformations—Algorithmen behan—
delt (Kapitel 3). Dazu zadhlen u.a.: Komplexitit, Berechnungs—Strategien
(z.B. direkte und indirekte Berechnung der Transformationskoeffizienten),
Anwendung der Restklassenarithmetik, Faktorisierung der Transformationsma—
trizen sowie der Zusammenhang zwischen der Iterationsfolge und der Reihen—
folge von Objektdaten und Koeffizienten. Fir zweidimensionale Transformatio—
nen treten weitere Fragestellungen hinzu, wie Separierbarkeit, Zurickfiihrung
auf eine eindimensionale Transformation, hierarchische Berechnung, etc. (Ka—

pitel 5).

Basierend auf diesen allgemeinen Uberlegungen werden die wichtigsten Algo—
rithmen fir ein— und zweidimensionale Orthogonaltransformationen (Kapitel 4
und 6) vorgestellt. Dabei wird auf eine vereinheitlichte Terminologie Wert
gelegt, sowohl bei den Herleitungen wie bei den zugehdrigen SignalfluBgra—

phen.

Anwendung finden die hier vorgestellten Transformationsalgorithmen in Pro—
grammen fir Allzweckrechner, Mikro— oder Signalprozessoren oder fur spe—
zielle Transformations-Hardware. Im ersten Fall werden die Programme i.a. in
einer Hochsprache geschrieben, widhrend Mikro— und Signalprozessoren haufig
in ihren Assembler—Sprachen programmiert werden. Insbesondere bei der Trans—
formation groferer Bildmatrizen kdnnen jedoch die Verarbeitungszeiten be—
trachtlich sein. Deshalb ist man bemiiht, hierfiir spezielle parallelverarbei-
tende Architekturen zu entwickeln. Abschlieflend (Kapitel 7) werden Hinweise

auf die Implementierung der Algorithmen in Software und Hardware gegeben.

Dieses Buch wendet sich in erster Linie an Ingenieure und Studenten der In—
formationstechnik, aber auch an Informatiker und Wissenschaftler anderer
Disziplinen, die vor der Aufgabe stehen, einen geeigneten Algorithmus einer
ein— oder zweidimensionalen Transformation in Software oder Hardware zu im—
plementieren. Wegen der Erdrterung einiger allgemeiner Gesichtspunkte mag
das Buch .auch fiir diejenigen von Nutzen sein, die sich mit der Entwicklung

neuer Algorithmen befassen.

Herrn Prof. Dr. P. Noll, Institut fiir Fernmeldetechnik der TU Berlin, danken
wir vielmals fir seine Féderung bei der Erstellung des Manuskripts. Wir dan—

ken gleichfalls Herrn Prof. Dr. A. Wasiljeff, Institut fiir Telekommunika—



Vil

tionstechnik der Universitdt Bremen {fiir fruchtbare Diskussionen sowie Frau
Ch. Stinner fiir die graphische Gestaltung. Ein besonderer Dank gebihrt Herrn
Dr. James W. Cooley, IBM T. J. Watson Research Center, Yorktown Heights, NY,
der es trotz drangender Termine ermdglichte, unser Manuskript durchzusehen

und Anregungen zu einigen Verbesserungen zu geben.

Bremen, Frihjahr 1990 Philipp W. Besslich

Berlin Tian Lu
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berhinaus kommen zahlreiche lokal definierte Zeichen zur Anwendung.



1 Einfiihrung

1.1 Anwendungsbereiche von Orthogonaltransformationen
in der Signalverarbeitung

Gegenstand dieses Buches sind Algorithmen diskreter Transformationen fir die
digitale Signalverarbeitung. Im Vordergrund des Interesses stehen dabei die
orthogonalen (bzw. unitaren) Transformationen. Ein— und zweidimensionale
diskrete Orthogonaltransformationen sind als Hilfsmittel in der Signalverar-
beitung weit verbreitet. Da sie auf modernen Rechnern effizient eingesetzt
werden konnen, sind sie auch aus vielen anderen Bereichen der Natur— und In-
genieurwissenschaften nicht mehr fortzudenken. In der digitalen Bildverar-
beitung spielen zweidimensionale Transformationen eine wichtige Rolle. Eine
Sonderstellung nehmen auch hier die umkehrbar eindeutigen Transformationen
ein, da durch sie keine Informationsreduktion eintritt, sondern lediglich

eine aquivalente Darstellung gewonnen wird.

Bevor wir auf die Anwendungsmdglichkeiten orthogonaler Transformationen ein—
gehen, muB eine geeignete Terminologie eingefithrt werden. Durch die Trans-
formationen werden Daten eines Objektbereichs in einen Transformationsbe—
reich Uberfiihrt. Der Objektbereich kann verschiedener Natur sein: Er kann
nicht nur ein- oder mehrdimensional sein, sondern auch von verschiedener
physikalischer Dimension. Eindimensionale Transformationen werden in der In—
formationstechnik hdufig auf Zeitfunktionen angewandt. Falls es.sich um eine
Fourier—Transformation handelt, hat die Variable des Transformationsbereichs
die Dimension einer Frequenz. Selbstverstdndlich braucht der Objektbereich
einer eindimensonalen Fourier—-Transformation nicht der "Zeitbereich” zu
sein. Dann ist jedoch die Anwendung des Begriftfs Frequenz mit der Dimension
s”! im Transformationsbereich nicht gegeben. Ist der Objektbereich etwa der

Ortsbereich, so ist die Dimension des Transformationsbereichs m™!, z.B. Li-



nienpaare pro mm. In diesem Fall spricht man haufig von Ortsfrequenz. Es ist
weiterhin zu beachten, daB der Begriff der (zeitbezogenen) Frequenz nur fir
trigonometrische Basisfunktionen erkldrt ist. Er ist deshalb auf die Walsh—,
Haar— und andere nicht—trigonometrische Basisfunktionen nicht anwendbar. Fir
diese Art der (Basis—) Funktionen wurde deshalb der Begriff Sequenz vorge-—
schlagen [1.1]. Diese ist als die halbe Anzahl der Nulldurchgénge pro Ein-
heit des Objektbereichs definiert. Entsprechendes gilt gleichermafien fir
mehrdimensionale Transformationen. Eine wichtige Anwendung betrifft die
zweidimensonalen Transformationen in der Bildverarbeitung [1.2]. Hier ist
der Objektbereich ein zweidimensionaler Ortsbereich, der Transformationsbe—
reich ist der ebenfalls zweidimensionale Ortsfrequenzbereich. Den manchmal
verwendeten Begriff "Bildbereich” vermeiden wir wegen der damit verbundenen

Moglichkeiten der Konfusion.

In diesem Buch behandeln wir ausschlieBlich diskrete Transformationen. Es
wird also vorausgesetzt, daB ein ein— oder mehrdimensionales Signal bereits
in abgetasteter Form vorliegt. Zwar sind die meisten Signale, auf die die
hier behandelten Transformationen angewandt werden, analoger Natur. Fur die
rechnerische Durchfithrung der Transformation wird jedoch eine digitale Va-
riante bendtigt. Zu ihrer Erzeugung ist eine Abtastung im Objektbereich und
eine Quantisierung der Funktionswerte erforderlich. Auf die hierdurch ent-—
stehenden Quantisierungsfehler sowie auf Fehler durch Verletzung des Abtast-—
theorems (Aliasing) und durch die nicht-ideale (technische) Abtastung wird
hier nicht eingegangen. Wir setzen also die Existenz von N quantisierten Ab—
tastwerten (oder Stiitzstellen) fiir eine eindimensionale (1D-) Transforma-—
tion, bzw. von .leN2 Abtastwerten fiir eine 2D-Transformation voraus. Durch
die Transformation werden im allgemeinen N bzw. leNz Transformationskoeffi—

zienten erzeugt.

Der Anwendungsbereich orthogonaler Transformationen ist weit gespannt. Man
iiberblickt die vielschichtigen Anwendungsmdglichkeiten vielleicht am besten,
indem man sich die verschiedenen Interpretationsméglichkeiten linearer und
speziell orthogonaler Transformationen vor Augen hdlt. Eine dieser Interpre—
tationen kann man direkt aus ihrer Definition ablesen (vgl. (1.1)). Diese
allgemeinste Art der Darstellung l3uft auf eine Reihenentwicklung des Si-
gnals nach orthogonalen Basisfunktionen hinaus. Dabei geben die Transforma—

tionskoeffizienten an, mit welchem Anteil die zugehdrigen Basisfunktionen im.
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Bild 1.1. Schematische Darstellung einer zweidimensionalen Funktion F (Bild)
durch eine Summe von zweidimensionalen Basisfunktionen Bm n der Gewichte

X

m,n

Signal enthalten sind. Ein Beispiel der Zerlegung eines 2D-Signals in seine
Basisbilder zeigt Bild 1.1. Man erkennt, daB die Koeffizienten ein MaB fir
die Ahnlichkeit des Signals mit den jeweiligen Basisbildern darstellen.

Hieraus folgt z.B. die Moéglichkeit, Transformationskoeffizienten fir die

Klassifikation von Mustern heranzuziehen, z.B. in Form der sogenannten Fou-

rier-Deskriptoren.

Eine andere Betrachtungsweise ist die weit verbreitete Darstellung der
Transformationskoeffizienten als Frequenzspektrum. Sie ist eng verkniipft mit
der Theorie der Frequenzfilter (Tiefpdsse, Hochpasse, usw.) [1.3], [1.4].
Streng genommen ist diese Betrachtungsweise nur auf die Fourier-Transforma-—
tion von (eindimensionalen) Zeitfunktionen anwendbar. Jedoch kann man sie
durch geeignete Definitionen auch auf andere Falle erweitern, z.B. auf Orts—
frequenzen von (zweidimensionalen) Bildsignalen [1.5]. Eine analoge Erweite—
rung auf nicht—trigonometrische Transformationen ist das Sequenz-Spektrum

[1.8]. Diesbeziigliche Anwendungen der Orthogonaltransformationen liegen auf



dem Gebiet des ein— oder mehrdimensionalen Filterentwurfs, z.B. von zweidi-

mensionalen Digitalfiltern fir die Bildverarbeitung.

Eine weitere Variante in der Betrachtungsweise orthogonaler Transformationen
ist die Koordinatentransformation. Die Objektdaten konnen als N-dimensiona-
ler Vektor interpretiert werden. Man beachte, daf die "Dimensionalitat” die—
ses Vektors gleich der Anzahl der Abtastwerte ist und nicht mit der eigent-
lichen physikalischen Dimension des Objektbereichs verwechselt werden darf.
Die Anwendung einer orthogonalen Transformation auf diesen Vektor entspricht
dann einer Rotation des Koordinatensystems im N-dimensionalen Raum. Die
Transformationskoeffizienten stellen somit die Datenwerte im neuen (rotier—
ten) Koordinatensystem dar. Eine derartige Betrachtungsweise ist z.B. bei
der Anwendung zur Transformationskodierung von Bildern sinnvoll [1.7]. Hier
erwartet man von der Transformation eine Umverteilung der Varianzen der ur—
spriinglichen Daten (Grauwerte der Bildelemente) auf die transformierten Da—
ten im rotierten Koordinatensystem (Transformationskoeffizienten) derart,
daB die Varianzen (Signalleistung) auf mdglichst wenige Koeffizienten kon—
zentriert werden. Eine vereinfachte Darstellung dieses Sachverhalts zeigt
Bild 1.2. Dabei handelt es sich um die sog. Korrelationsellipse eines Grau-—
wert—Testbildes. Die Grauwerte x, und x, benachbarter Bildpunkte sind als
zweidimensionale Vektoren in das zweidimensionale Koordinatensystem (xl.xz)
eingetragen. Sichtbare Haufungen in der Region X, = X, verdeutlichen die Kor—
relation benachbarter Bildpunkte. Die Varianz der Grauwerte ist offensicht-
lich ziemlich gleichmdBig auf die Koordinanten x, und Xx, verteilt. Durch Ro—
tation des Koordinatensystems gelingt es. die Abhangigkeit der Daten von X,
zu verkleinern und die von kl entsprechend zu vergrofilern. Mit anderen Wor-
ten: Die Koordinatentransformation bewirkt eine Umverteilung der Varianzen

(bei konstanter Summe).

Bei der Anwendung der Orthogonaltransformationen zur Transformationskodie—
rung ist es das Ziel der Transformationsoperation, die zwischen benachbarten
Abtastwerten bestehenden Korrelationen mdglichst aufzuheben. Es 1dB8t sich
zeigen, daB man bei den sogenannten optimalen Transformationen (Karhunen—
Loéve—Transformation und Singuladrwertzerlegung) eine vollige Dekorrelation
der Koeffizienten erhalt. Allerdings sind die Basisfunktionen hierbei vom
statistischen Signalmodell (Karhunen-Loéve-Transformation) bzw. vom Bildin—

halt selbst (Singuldrwertzerlegung) abhingig. d.h. sie missen fir jedes Mo—



Bild 1.2. Umverteilung von Varianzen durch Rotation des Koordinatensystems,

nach [1.7]

dell bzw. jedes Bild erst bestimmt werden. Alle Orthogonaltransformationen
mit festen Basisfunktionen ergeben nur suboptimale Dekorrelationsergebnisse.
Da es naturgemaf fir die optimalen ‘Transformationen keine schnellen Algo—

rithmen gibt, sind sie nicht Gegenstand dieses Buches.

1.2 Diskrete orthogonale Transformationen

Zunadchst betrachten wir die Eigenschaften und die Darstellungsformen der or—
thogonalen (bzw. der unitéren) Transformationen. Es sei
N-1
X, =L a,.x, +b. K =0.1,2,....N1,
n=0
wobei die x Elemente einer Menge von Daten der Michtigkeit N sind. Die Ge—
wichte a __ konnen als Elemente einer Matrix [A] = [a, ] gedacht werden.

k
Falls det|A] # O gilt, ist die Transformation reguldr und invertierbar



N-1

N-1
- -1 ; - -1
x = » a X +c = mit c= b a_ b .
k=0

In Matrixnotation schreibt man fiir diese eindeutig umkehrbare Transformation

X=[Al'x+D bzw. x = [A]7'X + ¢,
wobei die Vektoren die Ordnung N und die Matrizen die Ordnung NXN haben.
Ihre Elemente sind beliebige komplexe Zahlen. Wir betrachten den Sonderfall
b=c=0 (affine Transformationen). Wenn die euklidischen Abstande in der kom-

plexen Ebene invariant sind. nennt man die Transformationen unitar. Bei Ein-—

schrankung auf reelle Werte heiflen sie orthogonal.

Wenn das Skalarprodukt zweier Vektoren a und b Null ist, d.h. a - b =0,
nennt man die Vektoren zueinander orthogonal. Nun betrachten wir eine Matrix
[A] der Ordnung cxr. Falls [A][A]"=[D] gilt, sind die Spaltenvektoren von
[A] paarweise orthogonal. Dabei ist [D] eine Diagonalmatrix. Ist [D]=[I],
wobei [I] die Einheitsmatrix ist, dann nennt man die Vektoren orthonormal.
Im Falle einer quadratischen Matrix (c=r) heiflt diese orthogonal. wenn
{a][{A]"= [I]. d.h. es gilt [A]T= [A]"!. Eine orthogonale Matrix ist also
notwendig nichtsingular, d.h. ihre Zeilen— bzw. Spaltenvektoren sind linear

unabhangig.

Fir eine unitire Matrix gilt entsprechend [A"]T= [A]™'. Hierbei bedeutet der
Stern. daB alle Elemente konjugiert komplex sind. Im Sonderfall der symme-—
trischen orthogonalen Matrix ist a = a_ , und [A] = [A]7 .

Weitere Hinweise beziiglich der Anwendung der Matrizenrechnung fir die Trans-—

formationsalgorithmen finden sich im Abschnitt 3.3.

Bei den in der digitalen Signalverarbeitung gebrauchlichen Transformationen
handelt es sich i.allg. um quadratische Systeme, d.h. solche, bei denen die
Zahl der Koeffizienten gleich der Zahl der Datenelemente im Objektbereich
ist. Die Transformationsmatrix [G] enthdlt dann die konjugiert komplexen
(oder reellen) Werte einer unitiren (oder orthogonalen) Approximationsfunk-—

tion g (n). n=0.,1.2,....N-1:



[ &5(0) . . . . .. g1 ]

(6] = g; (i)

[ gy () - - - er(F1)

Die Menge der Funktionen gk(n) stellen den Transformationskern dar. Fur uni-

tare bzw. orthogonale Kernsysteme igk(n)f ist dabei

c? fir j=i

g, (n)g}(n) =

0 sonst.

Im Fall von orthogonalen Kernen sind die gk(n) reell und der Stern entfallt.
Wenn c?= 1 1st, spricht man von orthonormalen Systemen. Die Koeffizienten
X(k) der diskreten unitaren (oder orthogonalen) Transformation sind wie
folgt definiert:
N-1
X(k) =Y x(n) g (n) bzw. X =[G]x. (1.1)
n=0
Bei Anwendung der Besselschen Ungleichung auf das quadratische System geht

diese iiber in die Parsevalsche Gleichung (oder Vollstdndigkeitsrelation)

N-1 N—-1
T X%(x) =¥ x(n) x"(n).
=0 n=0

Nur im Fall der Vollstandigkeit des approximierenden Funktionensystems
(Transformationskerns) gk(n) erfolgt eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der

Vektoren x und X.

Das hat u.a. zur Folge, daB es keine Vektoren x und X geben kann, die durch

das Transformationspaar

N-1 N-1
x(n) =N T X(k)-g(n) und X(k) =) x(n) g(n) (1.2)
k=0 n=0

nicht darstellbar waren.



Beispiel eines zwar orthogonalen aber nicht vollstandigen Kerns ist das Sy-
stem sin(7kn)/(7kn). Mit ihm kénnen nur bandbegrenzte Funktionen interpo—

liert werden.

Der normalisierende Faktor N~! in (1.2) wird in der Literatur in unter—
schiedlicher Weise der Hin— oder der Ricktransformation zugeordnet. Manche
Autoren teilen den Faktor auch gleichmdBig auf beide Transformationen auf,
was von Standpunkt des Rechenaufwandes jedoch unzweckmdfig ist. Da die in—
verse Transformation weniger hdufig benutzt wird, teilen wir i.allg. dieser
den Normalisierungsfaktor zu. Bei der Matrizenschreibweise (vgl. (1.3)) ver-—
zichten wir gelegentlich auf den Normalisierungsfaktor, d.h. wir setzen vor-

aus, daf3 dieser in die inverse Transformationsmatrix absorbiert sei.

1.3 Darstellungsformen und Komplexit:it
der Transformationsalgorithmen

Die Transformationsalgorithmen, d.h. die Rechenvorschriften zur Ermittlung
von N Transformationskoeffizienten aus den N Werten der Objektsequenz
(Stiitzstellen) sowie die hierzu inverse Operation, konnen in verschiedener

Weise dargestellt werden:

(1) Es liegt nahe, die Summenausdriicke (1.2) direkt zu benutzen. Bei der Be—
rechnung sind N Summen zu bilden, die im allgemeinen aus je N Produkten
bestehen. Wie sich zeigen wird, ist der hierzu benétigte Rechenaufwand
betrachtlich und kann u.U. erheblich reduziert werden (vgl. Abschnitt
3.3).

(2) Eine bequemere, aber doch gleichwertige Darstellung erhdlt man bei An—
wendung der Matrixnotation. Die Summen von Produkten, die in (1.2) ent-

halten sind, koénnen natiirlich auch wie folgt geschrieben werden:

X=[G]'x bzw. x=N1![G"]T-X. (1.3)
Hierbei ist [G] die Transformationsmatrix der Ordnung NXN und x bzw. X
sind die Spaltenvektoren des Objektdatensatzes und der Transforma—

tionskoeffizienten.



Die vereinfachte Schreibweise darf nicht dariiber hinwegtauschen, daB ge—
geniber der Summendarstellung keinerlei Einsparungen im Rechenaufwand
erhalten werden. Hingegen bietet die Matrixdarstellung (1.3) den Ansatz—
punkt fiir eine Faktorisierung (vgl. Abschnitt 3.3), die erhebliche Ein—

sparungen des Rechenaufwandes zur Folge hat.

(3) Als Hilfsmittel zur Programmierung von Algorithmen finden hdufig Signal-
fluBgraphen Anwendung. Ein SignalfluBgraph ist ein gerichteter Graph,

dessen Knoten Speicherplatze darstellen, und dessen Pfeile die Kombina—
tion der Daten verdeutlichen. Die Anwendung von SignalfluBigraphen erhalt
eine besondere Bedeutung, wenn es gelingt, die Matrizen [G] so zu fakto—
risieren, daB die Koeffizienten schrittweise (in Iterationen) in den
Speicherplatzen der Objektdaten berechnet werden kénnen (”in-place”-Ver—
arbeitung). Ndheres iiber die Faktorisierung und die Entwicklung von Si-

gnalflufgraphen findet sich in den Abschnitten 3.3 und 3.4.

Signaltransformationen dienen der Verarbeitung digitalisierter Signale. Ein
wesentliches Problem hierbei ist die zur Transformation bendtigte Rechen-
zeit. Wenn die Berechnung auf einem Einprozessorrechner ablauft, ist neben
der Zykluszeit vor allem die Anzahl und die Art der erforderlichen Rechen—
operationen sowie die Anzahl der bendtigten Speicherzugriffe mafBgebend.
Falls die Transformation von einer Spezial-Hardware durchgefiihrt wird, ist
zudem noch die Parallelisierbarkeit des Algorithmus’ von entscheidender Be—
deutung. da dieser dann u.U. in eine Vielzahl von parallel ablaufenden Ope—

rationen aufgeteilt werden kann.

Da die Anzahl der Objektdaten (Stiitzstellen) recht grof sein kann, wie z.B.
in der digitalen Bildverarbeitung, interessiert hauptsachlich, wie sich der
Rechenaufwand in Abhangigkeit von der Anzahl N der Datenelemente verhalt. Es
ist deshalb {iiblich, die Ordnung der Komplexitat von Algorithmen in Form
eines Wachstumsgesetzes abhdngig von N anzugeben: K=O(f(N)). Hierbei kommt
es nur auf die (GréBen—) Ordnung an, weswegen man von der Art und der exak—
ten Anzahl der Operationen absieht und sich ausschlieBlich dafiir interes—
siert, nach welchem Gesetz der Rechenaufwand mit zunehmender Anzahl N der
Datenelemente wachst. Fir den allgemeinen Fall ist es sinnvoll und iblich,

eine Multiplikation plus eine Addition als eine Operation zu definieren.
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Fir diskrete Transformationen nach den Summenformen (1.2) oder den Matrix-—
formen (1.3) ist unmittelbar einleuchtend, daB fiir die Komplexitdt K=O(N?)
gilt. In den Abschnitten 3.3 und 3.4 wird gezeigt, auf welche Weise unter
bestimmten Umstanden die Komplexitat auf O(N‘logpN) reduziert werden kann.
Bei 512 Datenwerten (Anzahl der Bildpunkte pro Zeile eines normal aufgeldé—
sten Bildes) bendtigt man dann nur 4608 Operationen anstelle von 262144,

wenn der Radix p wie meist Ublich als 2 gewadhlt wird.

1.4 Organisation des Buches

Nach dieser kompakten Einfithrung, in der Motivation und Anwendungen sowie
die wichtigsten Begriffe dargelegt wurden, folgt zunidchst ein Uberblick iber
die in diesem Buch verwendeten Orthogonalsysteme. Dabei beginnen wir mit der
Fourier—Transformation (FT), die ja eigentlich eine unitdre Transformation
ist, d.h. einen komplexen Kern hat und auch komplexwertige Objektdaten zu
verarbeiten gestattet. Allerdings sind die meisten Anwendungen der FT so ge—
lagert, daB die Daten des Objektbereichs reell sind. In diesem Fall verhilt
sich die FT wie eine Orthogonaltransformation mit dem Unterschied, daf die
Transformationskoeffizienten komplex sind. Uber die Herleitung., die Eigen—
schaften und die Anwendungen der diskreten FT existiert eine umfangreiche
Sammlung von Literatur. Wir beschranken uns deshalb bei der Darstellung der

FT auf einige wichtige Definitionen und Theoreme.

Ebenfalls im 2. Kapitel werden dann weitere Transformationen mit trigonome—
trischen aber reellwertigen Basisfunktionen vorgestellt, namlich die oft als
reelle Fourier-Transformation bezeichnete Hartley-Transformation sowie die
in der Bildverarbeitung hdufig benutzten Cosinus— und Sinus—-Transformatio—
nen. Neben diesen "trigonometrischen” Transformationen spielen in der Si-—
gnalverarbeitung eine Reihe von Transformationen mit nichtsinusfdérmigen Ba—
sisfunktionen eine Rolle. Hierzu zdhlen die Systeme der midanderfdrmigen
Walsh—Funktionen sowie die Haar— und die Slant-Transformation. Da diese
Transformationen weitaus weniger bekannt und beschrieben sind als die Fou—

rier-Transformation wurde ihnen mehr Raum gewidmet.

Bevor wir uns mit der Algorithmierung eindimensionaler (Kapitel 4) und zwei-

dimensionaler Transformationen (Kapitel 6) befassen, werden im Kapitel 3
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allgemeine Gesichtpunkte fir die Entwicklung der Algorithmen behandelt.
Hierzu zahlen die Berechnungsstrategien, die Faktorisierung der Transforma—
tionsmatrizen und die Anwendung der Restklassenarithmetik in den Algorith-
men. Weiterhin wird die Darstellung der Algorithmen durch SignalfluBigraphen
vorgestellt. In engem Zusammenhang hiermit stehen Fragen der Reihenfolge von
Eingangs— und Ausgangsdaten und der Reihenfolge der Iterationsschritte des
Algorithmus’. Wahrend bei der Vorstellung der Transformationen im Kapitel 2
die Fourier-Transformation ihrer Wichtigkeit und ihrer allgemeinen Bekannt—
heit wegen an erster Stelle stand. wird fir die Kapitel 4 und 6 eine andere
Reihenfolge gewahlt. In diesen Kapiteln stellen wir jeweils die Algorithmen
fir die ein— bzw. zweidimensionale WHT zuerst vor. Fir dieses Vorgehen gibt
es zwei Grunde: Einerseits sind die WHT-Algorithmen wegen des Fehlens der
Drehfaktoren einfacher als die der Fourier-Transformation. Zum anderen gibt
es Algorithmen fir die Fourier-Transformation, die iliber die Berechnung der

WHT fdhren.

Bevor im Kapitel 6 Algorithmen zweidimensionaler Transformationen darge-
stellt werden, diskutieren wir verschiedene Punkte, die fir den Entwurt
zweidimensionaler Algorithmen von allgemeiner Bedeutung sind (Kapitel 5).
Hierzu gehoren Fragen der Separierbarkeit, der Rickfihrung auf eine eindi-
mensionale Transformation sowie die Berechnung der Koeffizienten aus solchen
niedrigerer Ordnung oder aus denen einer anderen (einfacheren) Transforma-—

tion.

Hinweise auf die Implementierung der Algorithmen in Software und/oder Hard—

ware werden schlieflilich im Kapitel 7 gegeben.

Zu jedem Kapitel werden Quellen und Ubersichtsartikel sowie einschlagige Bi-
cher genannt. Zusatzlich wird an dieser Stelle noch auf eine kommentierte
Sammlung von bedeutenden Zeitschriftenartikeln (benchmark papers) hingewie—

sen [1.8].



2 Die wichtigsten diskreten
Orthogonaltransformationen

In diesem Kapitel definieren wir einige fliir die Signalverarbeitung wichtige
diskrete Transformationen. Die Darstellung ist absichtlich knapp gehalten,
denn nicht die diskreten Transformationen an sich, sondern ihre effiziente

Berechnung sind der wesentliche Gegenstand dieses Buches. -

Zunachst werden Orthogonaltransformationen mit trigonometrischen Basisfunk—
tionen (Fourier—, Hartley—, Cosinus— und Sinus-Transformation) vorgestellt.
Wegen des geringeren Rechenaufwandes erfreuen sich Orthogonaltransformatio—
nen mit mdanderfdrmigen Basisfunktionen einer gewissen Beliebtheit in der
Signalverarbeitung. Von ihnen werden die Walsh-Transformation (in Walsh—,
Paley— und Hadamard-Ordnung), die Haar— und die Slant-Transformation defi-

niert.

2.1 Fourier-Transformation

Die diskrete Fourier—Transformation (DFT) wird uberlicherweise nicht durch
Diskretisierung der Fourier—Transformation kontinuierlicher Signale erzeugt,
vielmehr wird i.allg. von einer selbstandigen Definition der Fourier-Trans—
formation diskreter Signale endlicher Dauer ausgegangen. Man definiert des—
halb die diskrete Fourier-Transformierte des Datensatzes x(n) als Xf(k) als
N-1
X, (k) =T x(n) W™, k=0.1,....N1. (2.1)
n=0
Dabei ist W = exp(-2jr/N) die Basisfunktion der DFT und j =y~1. Die Expo—
nential funktionen W:“ in (2.1) werden oft als Drehfaktoren bezeichnet. Sie

sind orthogonal, denn es gilt
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N—1 N wenn k-n=0 oder k—n=N,
km nm __

LW W =

m=0 0 sonst.

Schreibt man die Exponenten E = k'n der Basisfunktion WN in Form einer Ma—

trix, so erhalt man fir ihre Gesamtheit die folgende Matrix:

) 0 )
1 4 N-1
2 4 8 2(N-1)
(E] =
0 N-1 2(N-1) . coe. (N-1)(N-1)

Die diskrete Fourier-Transformation ordnet einem Satz von N Daten x(n) einen
gleichgroflen Satz von Fourier-Koeffizienten X!(k) zu. Diese GroBen sind ein—
eindeutig zugeordnei. d.h. man kann aus den Groflen x(n) die diskreten Fou-
rier-Koeffizienten X!(k) bestimmen und umgekehrt aus den diskreten Fourier—
Koeffizienten die diskreten Funktionswerte berechnen. Die Berechnung der
Funktionswerte x(n) aus den diskreten Fourier-Koeffizienten Xf(k) heift dis-
krete Fourier—-Umkehrtransformation oder inverse Fourier-Transformation
N-1

x(n) =N°1ZXf(k) w;““. n=20,1,...,N-1.
k=0

Damit lautet das diskrete Fourier-Transformationspaar:

N-1 N-1
X, (k) =2 x(n) Wi <—> x(n) = N™' T X, (k) W *". (2.2)
n=0 k=0

In Matrixschreibweise haben wir folgende Darstellung:

— E — 1 Eq-1
X, =[Wg] x <—> x=N[W]X,

w; w; w: w;
] 1 2 N-1
LA S S WY

0 N-1 y2(N-1) (N-1)(N-1)
WN WN WN ... WN
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Bild 2.1. Quantisierte Basisfunktionen der Fourier-Transformation fir N=8,

nach {2.17]

Bild 2.1 stellt die ersten 16 Basisfunktionen der Fourier—Transformation in

quantisierter Form dar.

Die Fourier—Transformation hat folgende wichtige Eigenschaften [2.1]. die
hier ohne Beweise zitiert werden, wobei Xf(k) und x(n) ein dickretes Fou-

rier-Transformationspaar bilden.

(1) Linearitat:

Die DFT ist eine lineare Transformation, d.h. wenn
x(n) = a-xl(n) + b-xa(n),

dann gilt
Xf(k) = a-X!I(k) + b-sz(k)

mit xl(n) <—> X, (k) und x(n) <—> Xf(k). wobei a und b reelle

Zahlen sind und i € {1,2}.



(2)

(3)

(4)

(5)

(8)

(7)
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Symmetrie:
Es gilt folgende Eigenschaft:

Xf(k) <—> x(-k).

Verschiebung im Objektbereich:

Verschiebt man x(n) um die ganze Zahl m, so gilt
x(n—m) <—> Xf(k)W:m

Verschiebung im Transformationsbereich:
Verschiebt man Xf(k) um die ganze Zahl m, so entspricht das einer
Multiplikation ihrer inversen diskreten Fourier—Transformierten mit

dem Faktor W;k“:
x(n)W ™" <—> X, (k-m).

Faltungstheorem fir den Frequenzbereich:

Wenn die Fourier—Transformationspaare

xl(n) <—> X{l(k) und xz(n) <—> X:z(k)

existieren, ist ihre Faltung gegeben durch

N—-1
X, (k)X ,(k) =3 [x,(n) x,(k-n)]. n=0,1,...,N-1.
n=0

Diskrete Korrelation:

Die diskrete Korrelation wird durch das folgende Transformationspaar
beschrieben:
N-1

;;g[xl(n)-xz(k+n)] <—> X;l(k)-sz(k).

Alternative Inversionsbeziehung:
Die inverse diskrete Fourier-Transformation last sich auch in fol-

gender Form schreiben:
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N-1
- 1 . L wkni*
x(n) = N' [ L X[ (k)-We"]".
k=0
Diese Beziehung erlaubt es, sowohl fiir die (Vorwdrts—) Transforma-—
tion als auch fir die inverse Transformation das gleiche Rechnerpro—

gramm zu verwenden.

Die Fourier—-Transformation ist eine unitare Transformation: die Elemente
x(n) kénnen komplex sein. Fir viele Anwendungen in der Signalverarbeitung
sind die Daten des Objektbereichs jedoch reell, d.h. die Imaginarteile der
x(n) sind identisch null. Deshalb bleiben Teile der vom Algorithmus vorgege—
benen Operationen unbenutzt. Man beseitigt diese Redundanz entweder dadurch,
daf3 man die x(n) fir gerade und ungerade Werte von n separiert und als Real—
und Imagindrteile einer FFT mit N/2 Daten auffaBt, oder daB zwei reelle
Funktionen der Lange N gleichzeitig (als Real— und Imaginarteil) verarbeitet
werden. Naheres hierzu findet man in den Abschnitten 4.2.7 und 6.2.6. Die
Fourier—Transformation ist auf einem Ring von Einheitswurzeln definiert. Fur
reelle Daten muB man deshalb im Kdrper der komplexen Zahlen operieren. Man
kann jedoch auch in endlichen Koérpern und in Ringen von Polynomen arbeiten.
Fir spezielle Anwendungen kann man dadurch Vereinfachungen in der Berechnung
erzielen. Eine fir die diskrete Faltung geeignete Transformation erhalt man
z.B. wenn man die DFT in Ringen von Polynomen definiert [2.2], [2.3]. Bei
dieser Polynom-Transformation ersetzt man den komplexen Exponentialausdruck
durch eine Potenz der Variablen z und fihrt alle Operationen modulo eines
Polynoms P(z) aus (vgl. Abschnitt 3.2):
p-1

X¢(k.z) =¥ x(n.z) z"* mod P(z)
n=0

Dabei ist p eine Primzahl. Die inverse Transformation ist entsprechend als

p-1
x(n.,z) = p~} Z:XI(k.z) z™™* mod P(z).
k=0
definiert. Der Vorteil der Polynom-Transformation liegt in der geringeren
Anzahl von Multiplikationen verglichen mit den in Kapitel 4 beschriebenen

Algorithmen. Als Nachteil ist der hdhere programmtechnische Aufwand zu nen—

nen.
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Ein andere Modifikation der DFT ist die zahlentheoretische Transformation
(NTT) [2.2), [2.4]. Hierbei sind die Objektdaten Elemente des endlichen
Restklassenrings der ganzen Zahlen modulo m (vgl. Abschnitt 3.2). Das Trans-—

formationspaar ist definiert als

N-1 N-1
Xt(k) = Z:(x(n)‘a“k) mod m <—> x(n) = N! Z:(Xi(k)-a”"k) mod m
n=0 k=0
mit n, k=0,1,... N1 und a € Z.
Dabei sind die Beziehungen a¥ = 1 mod m und GGT(a"-1.m) = 1 zu erfillen.

Hierdurch ist eine Einschrankung in der Wahl der Parameter a, N und m gege—
ben. Die NIT erlaubt nicht nur eine rein reelle Arithmetik, sondern es kon—
nen bei geeigneter Parameterwahl Multiplikationen durch Verschiebeoperatio—
nen ersetzt werden. Als nachteilig erweist sich allerdings des Uberlaufpro—

blem, das sich aus dem begrenzten Zahlenbereich ergibt.

Da die Polynom-Transformation und die NTT bisher in der Praxis wenig Verwen—
dung gefunden haben, gehen wir nicht weiter auf Algorithmen zu ihrer Durch—

fihrung ein.

2.2 Hartley-Transformation

Im Jahre 1942 verdffentlichte Hartley eine Integraltransformation &hnlich
der Fourier-Transformation, jedoch mit reellem trigonometrischen Kern. Die
diskrete Hartley-Transformation wurde von Bracewell [2.5] angegeben. Sie
bietet eine weitere Moglichkeit, die Koeffizienten der DFT einer reellen Da-

tenfolge effizient zu berechnen.

Fir den diskreten Datensatz x(n) ist die diskrete Hartley—-Transformation de—

finiert als

N-1
X, (k) = Y. x(n)cas(2rkn/N), k=0,1,...,N1, (2.3)
n=0
wobei cas(a) = cos(a) + sin(a). Die inverse Transformation ist bis auf den

Faktor N™! identisch mit (2.3):

N-1
x(n) = N°! Z:XHY(k) cas(2mkn/N) n=20,1,...,N1.
kzo N
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Die Symmetrie des Transformationspaars ist eine wertvolle Eigenschaft der

diskreten Hartley-Transformation (DHYT).

Man beachte, daf3 sich die DHYT von der Vorwartstransformation der diskreten

" .

Fourier—Transformation lediglich durch Abwesenheit des Multiplikators "—j
des Sinusanteils unterscheidet. Dies bedeutet, daB die DHYT aquivalent der
diskreten Fourier-Transformation einer reellwertigen Sequenz ist, wenn man

den Imaginarteil der DFT von ihrem Realteil subtrahiert:
X, (k) = Re{DFT[x(n)]}{ - Im{DFT[x(n)]}.

Weil der Realteil der diskreten Fourier—Transformierten einer reellwertigen
Sequenz gerade und der imaginare Teil ungerade ist, kann die diskrete Fou-—
rier-Transformierte einfach aus der diskreten Hartley—-Transformierten be—

rechnet werden:

Re {DFT[x(n)]} = (1/2) § DHYT[x(N-n)] + DHYT[x(n)] }.

Im{DFT[x(n)]} (1/2) §{ DHYT[x(N-n)] — DHYT[x(n)] }.

Die Eigenschaften der diskreten Hartley-Transformation lassen sich unter
Verwendung der DFT-Eigenschaften und dieser Beziehung einfach beweisen.
Viele Eigenschaften der DHYT sind identisch den entsprechende Theoremen fir
die DFT [2.5].

Eine der wichtigsten Eigenschaften ist das Verschiebungstheorem:
x(n+m) <—> Xy (K)cos(2rmk/N) — Xy (N-k)sin(27mk/N) .

Die diskrete Hartley-Transformation besitzt auBerdem die folgende Faltungs—

Eigenschaft:
x, (n)-x,(n)

T
)

(1/2)[ X, ()X, (K)+X, | (KX, (NK)HX, (KX, ()X, (NK)X o (NK) ]

HY2 HY1 HY?2

Die o.g. Eigenschaften erlauben die Entwicklung eines schnellen Hartley-

Transformationsalgorithmus’. Verschiedene Algorithmen zur Berechnung der
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Hartley-Transformation und die entsprechenden Signalfluf3graphen sind Gegen—

stand des Abschnitts 4.3.

2.3 Cosinus- und Sinus-Transformation

Die diskrete Cosinus—-Transformation (DCT) eines reellen Datensatzes x{n) und
ihre Inverse (IDCT) sind wie folgt definiert [2.6]:

N—-1
X_(k) = 2c(k) Y x(n)cos((2n+1)kr/(2N)), k=0,1,...,N-1,

n=0
T
N-1 \:
x(n) = N"!' ¥ e(k) X_(k)cos((2n+1)km/(2N)),
=0

e}
I
o
-
i
-

1A/2  fir k=0
Dabei ist c(k) =
1 fir k = 1,2,...,N-1.

Die Menge der Basisfunktionen ist eine Teilmenge der diskreten Chebyshev-Po—

lynome [2.7].

Die Cosinus-Transformation ist in der Signalverarbeitung deswegen interes—
sant, weil sie bezliglich der Dekorrelation ihrer Koeffizienten besonders
ginstige Eigenschaften hat, sofern sich das Signal als Markov-Prozess model-
lieren 1aBt. AuBerdem besitzt sie die Eigenschaft hochster Energiekompakt—
heit mehr als irgendeine andere Transformation mit einem schnellen Berech—
nungsalgorithmus. Beziiglich der Konzentration der Energie in wenigen Koeffi—
zienten wird sie nur von der Karhunen—-Loéve-Transformation ibertroffen, fir
die jedoch kein schneller Algorithmus existiert. AuBerdem kann man fir die
Cosinus—-Transformation eine Beziehung zwischen zyklischer Faltung und Mul-
tiplikation im Transformationsbereich angeben [2.8]. Die DCT hat zahlreiche
Anwendungen bei der Verarbeitung von Sprachsignalen und in der Bildverarbei-

tung gefunden. Ihre ersten 16 Basisfunktionen sind im Bild 2.2 dargestellt.

Die diskrete Sinus-Transformation (DST) wurde von Jain [2.9], [2.18] zuerst

angegeben und anschieBend von Kekre und Solanki [2.10] wie folgt definiert:



N
o

OV @ =NV SS W N O X

0 4 8 12 f6 Bild 2.2. Quantisierte Basisfunktionen der

—t Cosinus—-Transformation fur N=8, nach [2.17]
Fir eine Datensequenz §{x(n)! = {x(1).x(2)...., x(N)? ist
N
X_(k) = s(k) Y x(n)sin(mk/(N+1)), k=1,2,...,N,
n=1
wobei
VZ2/(N+1) fir k =1.,2,....N
s(k) =
0 fir k=0 oder k 2 (N+1).

Diese Definition wird in diesem Buch als DST(I) bezeichnet. Die Basismenge
der DST(I) lautet:

Y. =2/(N+1) sin(mmk/(N+1)) = s(k) sin(mmk/(N+1)) n, k=1,2,...,N.
Andererseits definierten Kekre und Solanki die DST als:
¥ =V2/N sin(n(n+1)(2k+1)/(2N)), n, k=0.1,....N1.

Diese Definition bezeichnen wir als DST(II).
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Die Ricktransformation der DST(I) bzw. DST(II) gestaltet sich wie folgt:

N
x(n) =Y, X (k)-¥ .
k=1
Die DCT und die diskrete Sinus-Transformation (DST) stehen in enger Bezie—
hung zur diskreten Fourier-Transformation. Der Zusammenhang zwischen der Be—
rechnung der DFT, der DCT und der DST wird in den Abschnitten 4.4.1 bis
4.4.3 und in 4.5.2 diskutiert.

2.4 Walsh-Hadamard-Transformation

Die diskrete Walsh— oder Walsh-Hadamard-Transformation (WHT) wird haufig zur
Lésung von Problemen der digitalen Signalverarbeitung herangezogen. Die Vor—
teile der WHT liegen hauptsachlich in den einfachen hardware— und software—
maBigen Implementierungsméglichkeiten. Da ihre Basisfunktionen nur die Werte
+1 und -1 annehmen, entfallen die kosten— und zeitintensiven Multiplikatio—
nen. Das ist vom Standpunkt des Rechaufwandes ein Vorteil. jedoch gibt es
auch Anwendungsfialle, fiir die rechteckfdrmige Funktionen mit mehr als zwei
Funktionswerten zweckmidBig sind. Deshalb sind verschiedene Ansdtze gemacht
worden, die Walsh-Funktionen derart zu verallgemeinern. daB orthogonale und

vollstandige Funktionensfsteme mit 3 oder mehr Funktionswerten entstehen.

Ein solches System ist das der Chrestenson—-Funktionen [2.11], das komplex-
wertige Funktionen enthilt. Diese sind die Basisfunktionen der unitaren
Chrestenson-Transformation. Wegen der Tatsache, daB die Chrestenson—Funktio—
nen komplex sind und sich deshalb fiir manche Anwendungen als unzweckmaflig
erweisen, wurden verschiedene reelle Varianten entwickelt [2.12], {2.13],
[2.14]. Im Rahmen dieses Buches kann jedoch auf die verallgemeinerten Walsh—
Funktionen nicht eingegangen werden. Es sei deshalb auf die o.g. Literatur-

stellen verwiesen.

Es gibt. vier Versionen der Walsh-Hadamard—-Transformation (WHT), die sich
durch die Art der Anordnung der Basisfunktionen unterscheiden: Die nach
Walsh (oder nach steigenden Sequenzen) geordnete Transformation (WHT)'. die

nach Hadamard (oder natiirlich) geordnete Transformation (WHT), . die nach Pa-
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ley (oder dyadisch) geordnete Transformation (WHT)P. und die nach geraden

und ungeraden Funktionen geordnete Transformation (WHT)CS.

Die Basisfunktionen fir die WHT sind die Walsh—-Funktionen.

Definition und

Eigenschaften der Walsh-Funktionen werden wie folgt angegeben [1.1], [1.6],

[(2.15]. [2.18]:

Die periodischen, kontinuierlich definierten Walsh-Funktionen walw(k.t) mit

der Periode N (k = 0.1,...) seien im fundamentalen Intervall

Rekursionsgleichungen

walw(O.t) =1,

wal (k-1.2t)
walw(Zk—l.t) =

(-1)*wal_(k-1,2t-N)

wal (k.2t)
walw(Zk.t) =
(-1)“wal_(k.2t-N)
gegeben.

[0,N] durch die

t € [0,N]

t € [0.N/2]

t € [N/2.N]

t € [0.N/2]

t € [N/2.N]

Analog zur DFT wird die diskrete Walsh-Transformation als Transformation

einer Folge von Abtastwerten eines Signals mit einer Basis aus Abtastwerten

von Walsh—Funktionen definiert:

N—-1

X, (k) =% x(n) Wal _(k.n), k=0.,1,2,....

n=0
Die inverse Beziehung lautet:

N-1
x(n) = N°" 1 X, (k) Wal (k.n). n=0,1,2,
k=0

a) Nach Walsh oder nach Sequenzen geordnete Walsh—Funktionen:

Die Anzahl N der Abtastwerte sei gleich 27 und r = 1,2.3,...
die Walsh—Funktionen in der Form

r-1

z (Uj+Uj+l)Vr—1—j

Wal (k.n) = (-1)!"° fior k, n=0,1,..

Walw(k.n)

. Dann kann man

N (2.4)
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definieren, wobei fir die nichtnegativen ganzen Zahlen k und n folgende ein—

deutige Dualzahldarstellungen gelten:

r—1
k =ZUm2 . d.h. (k), ., =(U__ U _,...U U) .
m=0
r-1
n=)V_2a", dh. (n), ,=(V__, V...V V) .
m=0
u.v_ € {0,1% (2.5)

Die durch (2.4) definierte Ordnung heifit natiirliche Ordnung oder Walsh—Ord-

nung.
Die Walsh—Funktionen besitzen die folgende Symmetrieeigenschaft:
Walw(k.n) = Walw(n.k). fir n, k=0,1,..., N-1.

Das Produkt zweier Walsh-Funktionen ergibt wieder eine Walsh-Funktion. ins-

besondere gilt
Walw(k,n)-Walw(m.n) = Walw(k@m.n)

fir k, m=0,1,2... und n=0,1,...,N-1.

Hierbei symbolisiert das Zeichen "®" die Modulo—2-Addition (Dualzahladdition
ohne Ubertrag). Sei

k =) U_2°, m =3 Q2" und U_.q_ € {0.1}.
c20 c20

so ist k@m =) §_2°
c20

1 falls Uc + Qc =1

0 sonst.
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Dariber hinaus erfillen die Walsh-Funktionen die diskrete Orthogonalitatsbe—

ziehung:
N-1
._1 _— —
N"' ) Wal (k.n)Wal (m.n) =6, k. m=0,1.2,...,N1,
=0
1 falls k =m
ékm =

0 wenn k # m,

Die Basisfunktionen der sequenzgeordneten WHT ergeben sich somit wie im Bild

2.3 dargestellt ist. Dabei ist 8 ein normalisiertes Argument.

1
[
Wﬂlw(o,e) .?L

wal,(1,8) F——]

wal,(2,8) — —
wal,(3,8) L L f t
wal,,(4,8) FL__JF———IL___![_
wal,(5,8) H—FH—F+
wal,(6,8) H———F+F
wal (7,8 E—IL_,r_L_Iml_jr_‘l_

Bild 2.3. Nach Walsh geordnete
kontinuierliche Walsh-Funk-

|/
84 tionen fiir N=8, nach [2.7]

,__

or—
.
b
&
=
S
S
w|
=
&
-f—

b) Nach Paley oder dyadisch geordnete Walsh-Funktionen: Walp(k.n)

Walsh—Funktionen sind Elemente der dyadischen Gruppe und kénnen durch den
Gray—-Code geordnet werden [1.1], [1.2]. Ordnet man die nach ansteigenden
Sequenzen numerierten Walsh-Funktionen geeignet um, so kann man iiber einen
Radix—2-Algorithmus fiir die Berechnung der N=2° diskreten Koeffizienten die
Anzahl der notwendigen Additionen auf r-27 (statt 27(27-1)) reduziéren (vgl.
Abschnitt 3.4). Fur die Umordnung bendtigt man die Gray—Code—Konvertierung.
Jeder nichtnegativen ganzen Zahl k < 2% mit der Dualzahldarstellung aus

(2.5) ist die nichtnegative ganze Zahl G(k) < 27 mit der Dualdarstellung
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r—-1
G(k) =Y (U®U
v=0

)2Y, U =0 (2.6)

v+1

umkehrbar eindeutig zugeordnet. Die Umkehrung G™'(k) erfolgt gemaB (2.5) mit

1 far U  +U 4+ . . . + U ungerade
v+l v+2 r

0 sonst.

Die nach Paley (oder dyadisch) geordneten Walsh-Funktionen walp(k.t) sind
gegeben durch die Beziehung walp(G(k).t) = walv(k.t) mit k = 0,1.2...

Fiir nichtnegative Zahlen k,n < N=2" mit den Dualzahldarstellungen aus (2.4)
sind dann wegen (2.5) und (2.6) die Werte der nach Paley geordneten Walsh—
Funktionen in den Punkten n gegeben durch

r—-1
ZUer_l_j
Wal_(k.n) = (-1)3=° . (2.7)

Diese Funktionen erfillen ebenfalls die Symmetriebedingung
Walp(k.n) = Walp(n.k).

Die nach Paley geordneten Walsh—-Funktionen sind fir N=8 im Bild 2.4 darge—
stellt.

wal, (0,8) [
wal, (1,8) | ',

waly (2,80 —F——1

wal,(3,6) [_I || |'

wal, (4,8) 1=

o DO e I e N
waly (58) T

wal, (6.8) F—F—F1—
wulp(7,9) E—} r—l|u = Bild 2.4. Nach Paley geordnete
kontinuierliche Walsh—Funk-—
N N U VO N N N B | i i
J T T 3% 1 . tionen fiir N=8, nach [2.7]
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Die Beziehung zwischen walp(k.t) und walw(k.t) kann wie folgt beschrieben

werden [2.7]:
walp(k,t) = wal (G™'(k).t). (2.8)

c) Nach Hadamard oder natiirlich geordnete Walsh-Funktionen : Wal (k.n)

Eine weitere Vereinfachung bei der Berechnung der Koeffizienten erreicht
man, wenn man die nach Paley geordneten Walsh—Funktionen mit Hilfe der Bit-—
umkehroperation R(k) weiter umordnet. Diese ordnet jeder nichtnegativen Zahl
k < 2" mit der Dualzahldarstellung

r—1

k=ZUj2J. u, € $0.1%
j=0
die nichtnegative ganze Zahl R(k) < 27 mit der Dualzahldarstellung
r—1
R(k) =), U 2!

r-1-j
i=0

zu. Es ist offenkundig. daB R(R(k)) = k gilt.

Zur Umordnung eines Vektors x(n) stellt man also den Index n als Binarzahl

dar und kehrt dann die Reihenfolge der Bits um. Bild 2.5 zeigt ein Beispiel

000 «— 000

/100
010

001

y

010

011 110
100 001
101 101
110(/////, 011

Bild 2.5. Beispiel zur Bitumkehroperation
1M1 111 fir N=8
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fir die Bitumkehroperation. Die Koeffizienten X(k) und X(i) werden miteinan—
der vertauscht, wenn sich die ganze Zahl i durch die Bitumkehroperation aus
der ganzen Zahl k ergibt. Diese Art der Bitumkehrsortierung wird in diesem

Buch auch als BRO = BEO(1) bezeichnet (vgl. Abschnitt 3.4).

Die auf diese Weise geordneten Walsh—Funktionen walh(k.t) heiflen nach Hada-—
mard (oder naturlich) geordnet. Sie ergeben sich aus den nach Paley geordne—
ten Walsh—Funktionen gemif walh(k.t) = walp(R(k).t). Zu den nach ansteigen—

den Sequenzen geordneten Walsh-Funktionen stehen sie Uber
walh(R(G(k)).t) = walw(k.t)
in Beziehung. Umgekehrt gilt
wal (k.t) = wal (G7'(R(k)).t). (2.9)

Die nach Hadamard geordneten Walsh-Funktionen sind im Bild 2.6 dargestellt.
Fiir nichtnegative ganze Zahlen k, n < N = 27 mit der Dualzahldarstellung
(2.5) sind dann die Werte der nach Hadamard geordneten Walsh—Funktionen in
den Punkten n gegeben durch
r-1
Z: UJVJ
Wal (k.n) = (-1)1=° . (2.10)

wal, (0,8)

] T]
i
]
I

wal, (1,6)

[
[
-

H

wal, (2,8)

]_
-

wal, (3,8)

myrmrr
]“[

I
[

wal, (4,6)

il
]
i
:

wal, (5,8)

II
[
]E

wal, (6,8)
" Bild 2.6. Nach Hadamard

7]
|

wal,(7,8)

E

geordnete kontinuierliche
Walsh-Funktionen fiir N=8,
nach {2.7]

-

0 e 172 E 8= r/N
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Diese Funktionen haben deshalb ebenfalls die Symmetrieeigenschaft
WalH(k.n) = WalH(n,k).

d) Walsh-Funktionen in Cal/Sal-Ordnung: Wal_ (k.n)

Sei }{k} eine Sequenz von wal (k,t), dann wird {k} folgendermafien darge—

stellt:

o] fir k=0,
ik} = k/2 fir k gerade,
(k+1)/2 fir k ungerade.

Die Cal— und Sal-Funktionen beziehen sich auf wal (k,t):

cal({k}.t) wal (k.t) fiir k gerade, (2.11)

sal($k}.t)

wal (k.t) fir k ungerade. (2.12)

Bild 2.7 stellt die nach dem Cal/Sal-System geordneten Walsh-Funktionen im

Vergleich mit den trigonometrischen Funktionen dar.

Die folgende Zusammenstellung zeigt die Beziehungen der natiirlich geordneten
Walsh-Funktionen walh(k,t) und der dyadisch geordneten Funktionen walp(k,t)
zu den nach ansteigenden Sequenzen geordneten Funktionen walw(k.t) (vgl.
(2.9) und (2.8)):

wal, (k.t) = wal_(G™'(R(k)).t). wal (k.t) = wal (G7'(k).t).

Tabelle 2.1 stellt die Beziehungen von k., R(k). G !(R(k)) und G~!(k) fir
r=3, d.h. N=8 dar.

Den oben definierten Basisfunktionen gemdB werden nun die verschiedenen

Walsh—-Hadamard-Transformationen in Matrixdarstellung iberfiihrt:

a) Nach Walsh (oder Sequenzen) geordnete (WHT)w

Die (WHT), einer Datensequenz {x(n)} wird in Matrixdarstellung als
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Frequenz Sequenz
1 wal (0,8)
0 0 0
1t
sal {1,8)
V< sin(2n@)
1 0 = = ,J\ — 1
q L S
cal (1,8
! =< cos{n® [ ==
10 S e 1
1 L \\\\‘ L”//
1 sal{2,8) sin{4n8)
// \\\ I/’, \\\
rd \ ’/ \\
2 0 \\\ // \\ // 2
-1 L S L7 SO .7
; cal{2,8) cos lhn8)
~\\\ ,/' *J\\ ,///
2 0 4 > 2
\\\ ,/I \\\ /’/
_1 L ~ P h 7
. sal(3,8) in{6ngj
/’ ; N / ’ ‘\\ T ,/’ \\\
! A 2 N y \
3 0 N ¥ \L /, N /, 3
-1 L AP z UL,
. cal(3,8) cos (6r6l
3 0 Y = N % N 7 3
4 L N4 N ~ .7
1 sal(4,8) sin(8r8)
l’ 0 ; 7 N \ /,"\\\ /l N Y I ,’/ \\ 4
\\ // \\ ; /’ \J Il \\ //’
_1 L A % N 7 N2
L 1 1 L 1 —
1 1
0 s Iy # L5

Bild 2.7. Walsh-Funktionen in Cal-Sal-Ordnung fiir N=8 im Vergleich mit tri-
gonometrischen Funktionen, nach [2,7]



30

Tabelle 2.1. Beziehungen zwischen k., R(k)., G *(R(k)) und G™'(k) fiir r=3

k R(k) G (R(k)) G (k)
binar dezimal binar dezimal binar dezimal binar dezimal
000 0 000 0 000 0] 000 0
001 1 100 4 111 7 001 1
010 2 010 2 011 3 011 3
011 3 110 6 100 4 010 2
100 4 001 1 001 1 111 7
101 5 101 5 110 6 110 6
110 6 011 3 010 2 100 4
111 7 111 7 101 5 101 5

X, = [H(L)] x. L=1,2,...,r und N =27

definiert, wobei [H (L)] eine nach Walsh geordnete Transformationsmatrix der

Ordnung NxN ist. Die Elemente von [H,(L)] sind nach (2.4) und (2.5)

r-1
ZV,_I-,(UﬁU,H)
h,(k.n) = (-1)!i=° k., n=0,1,....N-1.

Fir N=8 ergibt sich z.B.:

Sequenz
1011 1 1 1 1 1 | 0
1 1 1 1-1-1-1-1 1
1 1-1-1-1-1 1 1 1
1 1-1-1 1 1-1-1 2
[H,(3)] =
1-1-1 1 1-1-1 1 2
1-1-1 1-1 1 1-1 3
1-1 1-1-1 1-1 1 3
{1—11—11—11—14 4

[HV(L)] ist orthogonal und symmetrisch. Deshalb ist die inverse Transforma-—
tion (IWHT)w gegeben durch



x = NT'[H, (L)] X,. L=1.,2,...,r.

Insgesamt lautet das diskrete (WHT)W—Paar in Summendarstellung:

N-1 N-1
X, (k) =) x(n)h, (k.n) <—> x(n) =N} X, (k)h,(k.n).
n=0 k=0
k =0,1, N-1, n=0,1,..., N-1

b) Nach Paley (oder dyadisch) geordnete (WHT)P

Annlich der (WHT), wird die (WHT), definiert als
Xyp= [Hp(L)] X, L=1,2,...,r.

Fir die Elemente von [HP(L)] gilt nach (2.7)

r—1
LY.V,
h,(k.n) = (-1)!7° ., k.n=0,1,...,N-1.
Beispiel mit N=8:
Sequenz
1 1 1 1 1 1 1 1 0
1 1 1 1-1-1-1-1 1
1 1 -1-1 1 1-1 -1 2
1 1 ~-1-1-1-1 1 1 1
(H,(3)] =
1-1 1 -1 1-1 1-1 4
1-1 1 -1-1 1-1 1 3
1-1-1 1 1-1-1 1 2
1-1-1 1-1 1 1-1 3
Die inverse Transformation ist
x = N[H (L)) X,,. L=1.2,...,r.

Das diskrete (WHT)P—Paar 1aBt sich in Summenform wie folgt schreiben:
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N-1 N-1
&Jm=zxmmdkm<—¢xm)=W12&JMM&mL

n=0 k=0
k=0,1,....N1, n=0,1 JN—1

c) Nach Hadamard (oder natiirlich) geordnete (WHT),

Die (WHT), der Sequenz {x(n)} ist als
X,o= [H(L)] x. L=1.2,..., r.

definiert. wobei X die (WHT)H—KoeIfizientenmatrix ist. Die inverse Trans—

formation stellt sich als

x =N [H(L)] X,

dar. Die Elemente von [HH(L)] sind nach (2.10):

r—1
ZVJUJ
h, (k.n) = (-1)!"° . k. n=0,1,... N-1.
Fir N=8 gilt z.B.: Sequenz
(1 1 1 1 1 1 1 1 ] 0
1-1 1-1 1-1 1-1 4
1 1-1-1 1 1-1-1 2
1-1-1 1 1-1-1 1 2
[H (3)] =
1 1 1 1-1-1-1-1 1
1-1 1-1-1 1-1 1 3
1 1-1-1-1-1 1 1 1
1-1-1 1-1 1 1-1 3

Es zeigt sich, daB [HH(L)] rekursiv definiert werden kann:

[H,(L-1)]  [H(L-1)]
[H(L)] =
[H(L-1)]  ~[H(L-1)]

L=1,2,...,r, =log,N und [HH(O)]=1.
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Fur das (WHT)H—Paar erhalten wir:

N-1 N-1

X, (k) =Y x(n)h,(k.,n) <—> x(n) = N} T X, (Kh, (k.n),
n=0 k=0

k=0,1,....N1, n=0,1, N-1

d) Nach Cal— und Sal-Funktionen geordnete (WHT)cs

Die ersten 16 Walsh—-Funktionen in Cal/Sal-Ordnung sind im Bild 2.7 darge-
stellt. Ihr Zusammenhang mit walw(k.t) ist bereits in (2.11) und in (2.12)

angegeben. Man kann dies auch folgendermafBen formulieren:

wal__((1/2)k.t) tiir k = 0.2.4,.... N-2,
walw(k.t) =

it
—
w
o
7
KA

wal__(N-(1/2)(k+1).t) fiir k

Diese diskrete Version fithrt zu den Walsh-Matrizen in Cal/Sal—-Ordnung

[ 1 1

(H(1)] =
1 -1
11 1 1 Wal (0.n)
1-1-1 1 Cal(1l.n)

(Hs(2)] =
1 -1 1 -1 Sal(2.n)
1 1 -1 -1 Sal(1,n)

und

11111 1 1 1 ] wal,/(O.n)
1 1-1-1-1-1 1 1 Cal(1.n)
1-1-1 1 1-1-1 1 Cal(2.n)
1-1 1-1-1 1-1 1 Cal(3.n)

[H.4(3)] =
1-1 1-1 1-1 1-1 Sal(4,n)
1-1-1 1 1-1-1 1 Sal(3.n)
1 1-1-1 1 1-1-1 Sal(2,n)
111 1-1-1-1-1 ] Sal(l.n)
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Die Elemente von [Hcs(L)]' (L =1,2....,r) konnen direkt aus folgendem Aus—

druck erzeugt werden

r—1
}jpjvj
h. (k.n) = (-1)!=° , k. n=0,1,..., N-1,

wobei P/ =U _ +U _, P =U__+U_,. ...P _,=U +U. P _ =U

= (vr_lv A . V1vo) (vgl.(2.5)) gelten.

r-2 r-3°"’

In Matrixnotation lauten die (WHT)CS und ihre Inverse (IWHT)CS:

und (n)dez bin

X, = [H(L)] x. x =N [H(L)] X_,. L=1.2..... r.

Fir die entsprechende Summendarstellung gilt

N-1 N-1
_ S — -1
X, s (k) =3 x(n) hog(k.n) <—> x(n) = N"' T X_ (k) h_ (k.n),
=0 k=0
k=0,1,...,N-1, n=0,1,....,N-1.

2.5 Haar-Transformation

Die Haar-Funktionen sind ein vollstandiges System von orthonormalen recht-—
eckigen Basisfunktionen. Sie wurden zuerst in einer Arbeit des ungarischen

Mathematikers A. Haar im Jahre 1910 beschrieben.

Den Funktionensystemen mit rechteckigen Basisfunktionen gilt heute ein gro—
Bes Interesse, da sie rechnerisch einfacher sind als die traditionelle Si-
nus/Cosinus—Basismenge. Die Haar-Basisfunktionen sind speziell interessant,
weil sie die charakteristische Eigenschaft haben, daB sie sowohl globale als

auch lokale Funktionseigenschaften besitzen.

Die Haar-Funktionen sind wie folgt definiert [2.15]:

HAR(O.n/N) = 1 fir 0Sn £ N
1 fir 0 £ n < (N/2),
HAR(1,n/N) =
-1 tir (N/2) £n €N
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fiir 0 £ n < (N/4),

© %%

HAR(2,n/N) fiir (N/4) £ n < (N/2),
fiir (N/2) £ n £ N,
0 fiir 0 £ n < (N/2).
HAR(3,n/N) = { 2 fir (N/2) £ n < (3N/4),
-J2 tir (3N/4) £ n £ N,
W/2)®  fir m(N/2P) £ n < (mH(1/2))(N/27),
HAR(2P+m.n/N) = {-(/2)? fir (mH(1/2))(N/27) £ n < (m+1)(N/2P),
0 sonst
mit p=0.1,..., und m = 0,1,...,2P-1.

Die Haar-Funktionen sind auf dem abgeschlossenen Intervall [0,1] definiert,
konnen aber auBerhalb des Intervalls periodisch fortgesetzt werden. Die Ba—
sisfunktionen werden in geordnete Untermengen eingeteilt, die Stufen oder
Familien genannt werden. Innerhalb jeder Untermenge gibt es eine weitere
Einteilung., die Ordnung oder Termanzahl der Funktion heif3t. Die m—te Stufe
enthalt 2"-mal soviele Terme wie die (m-1)-te Stufe. Jeder Term in einer
Stufe ist eine verschobene Version aller anderen Terme in dieser Stufe. Die

Basisfunktionen fir die ersten drei Stufen sind im Bild 2.8 dargestellt.

Man beachte, dafl der erste Term jeder Stufe ahnlich dem ersten Term der vor-
hergehenden Stufe ist. jedoch ist er auf die Halfte des Intervalls zusammen—
gedrdngt. Wegen der rechteckigen Natur der Funktionen gibt es Diskontinuita—
ten. Die Funktionswerte an diesen Stellen werden deswegen als Mittelwert der

Werte auf beiden Seiten der Funktionsdiskontinuitat definiert.

Der Haar—-Transformation liegt die Basis HAR(k.n/N), d.h. die diskreten Haar-
Funktionen zugrunde, die periodisch, orthogonal, und vollsténdig sind (vgl.
Bild 2.8). Die Haar-Transformation und ihre Inverse sind wie folgt defi-
niert:

N-1

X,, (k) =X x(n)-HAR(k,n/N), k=0,1,...,N1,
n=0
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T A
har(0,8)
—_— e A
har(1,6} 1 T ...
N B
har(2,8) I -
------------ B
har(3,8) T &
—-—r -------------------------------- c
har(4,8) | <
N ¢
har(5,8) I -
I ¢
har(6,8) _g
| I
har{7,6) I '
Bild 2.8. Haar-Basisfunktionen
| ! l l l har(k,f) fir N=8 mit A=1, B=/2
0 7 12 3/6 Ty
&= und C=2, nach [1.1]
N-1
x(n) = N"' ¥ X (k) -HAR™* (k.n/N), n=0.1,..., N-1,
und N = 27,

In Matrixschreibweise haben wir

Xga = [HAR(L)] x und

mit [HAR(L)] ' = [HAR(L)] und

N"' [HAR(L)]™'X,,

I
I

Die (NxN)-Haar-Matrix [HAR(L)] ist orthogonal, d.h.

[HAR(L)J[HAR(L)]™ = N[I(L)].

Haar—-Matrizen der Ordnung r=1 bis r=3 sind nachfolgend angegeben:

11
[HAR(1)] =
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[HAR(R)] = .
V2 (1 -1 0 0)
V2 (0 0o 1 -1)
[ t 1 1 1 1 1 1 1]
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
JVv2(1 1t -1 -1t 0 O 0 0)
J2(o o o o0 1 1 -1 -1)
[HAR(3)] =
2 -2 0 0 0 0 O
0 0 2 -2 0 0
0 0 0 2 -2 0
0 0 O 0 0 2 -2

Haar-Matrizen sind zwar orthogonal, aber nicht symmetrisch. Im Unterschied
zu den Walsh-Hadamard-Matrizen sind sie keine Kronecker—Matrizen., kdnnen
aber durch eine Summe von Kronecker—-Matrizen dargestellt werden (vgl. Ab—
schnitt 3.3). Wahrend bei der DFT und bei der WHT jeder Transformationskoef-
fizient eine Funktion von allen Koordinaten im urspringlichen Werteraum ist,
d.h. die Basisfunktionen auBer an den endlich vielen Nulldurchgdngen un-—
gleich null sind, trifft dies bei der diskreten Haar-Transformation nur fdr
die ersten beiden Koeffizienten zu. Somit sind die hdheren Haar—Koeffizien-

ten lokaler Art.

2.6 Slant-Transformation

Auf der Grundlage der DFT, der WHT und der Haar-Transformation lassen sich
eine ganze Reihe anderer orthogonaler Transformationen konstruieren. Die
diskrete Slant-Transformation (DSLT) wurde von Enomoto und Shibata [2.6] zum
ersten Mal zur Bandbreitenkompression in einem Fernsehiibertragungs—System
benutzt. Obwohl die Bedeutung dieser Transformation durch die Entwicklung
der Cosinus-Transformation abgenommen hat, spielt sie noch eine wichtige
Rolle, wenn eine Beziehung unter verschiedenen orthogonalen Transformationen

gesucht wird.
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[SL(L)] bezeichnet die Slant-Matrix der GroBe NxN mit N=27. Fir N=2 (r=1)
gilt

[SL(1)] =(14/2)

Die Slant-Matrix erster Ordnung [SL(1)] entspricht also (wie alle Orthogo—
nalmatrizen) der Hadamard-Matrix erster Ordnung [HH(I)]. Die Slant-Transfor-—
mationsmatrizen konnen rekursiv als Produkte von schwach besetzten Matrizen

(engl.: sparse matrices) ermittelt werden, z.B:

1] l I
=== ==l ==]--
| b, | a, | (sL(1)] | [sL(1)]
[sL(2)] =A2)| | I l === l-===--
| a, |-b, | [(sL(1)] | =[sL(1)]
-=l-==-=--1--
l I | 1]
[ 1 1 1
b +a —b4+a4 b4—a4 —b4—a4
=(1/2)
-b4+a4 —b4-a4 b +a b4—a4
1 ~1 -1 1

Dabei werden die reellen Konstanten b, und a, mit Hilfe der folgenden Bedin—

gungen bestimmt:

a) Die Abstande zwischen jeweils zwei Elementen missen gleich sein,
d.h. der Abstand zwischen den rsten beiden Elementen des Slant-Vek—
tors [SL(2)] (vgl. die zweite Zeile von [SL(2)])

(b4 + aq) - (—b4 + a4) = 2b,
muf3 gleich dem Abstand zwischen dem zweiten und dem dritten Element

sein:

(—b4 +a,) - (b4 - a4) =2a, - 2b,.
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Daraus folgt 2b4 = 2a4 - 2b4 und deshalb a, = 2b4.
b) [SL(2)] muB orthogonal sein, d.h.
[SL(2)][SL(2)]T = [1(2)]:
1 1 1 1 1 b4+a4 -b4+a4 1 1 0
b4+a4 —b4+a4 b4—a4 —b4-—a4 1 —b4+a4 —b4—a4 -1 0o 1
= 4
--b4+a4 —b4—a4 b4+a4 b4—a4 1 b4+a4 b4+a4 -1 0 01 0O
1 -1 -1 1 1 —b4-—a4 b4—a4 1 0 0 0 1

Die Orthonormalitat zeigt sich, indem
2 2 2  — 2 —
(1/4) [ (b4+a4) + (—b4+a4) + (b4—a4) + ( b, a4) ] 1

mit a, = 2b4 wird.

So erhdlt man nach einigen Umformungen b, = 1A/5 und a, = 24A/5 und damit

1 1 1 1
1A/5 (3 1 -1 -3)
[sL(2)] =(1/2)
1AB (1 -3 3 -1)
1 -1 -1 1

In analoger Weise erzeugt man die Slant-Matrix [SL(L+1)] durch Zusammenset-—

zung aus [SL(L)]:
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[(1(L-1)] | I I
————— -=-=-=-=--=-=-=]--=---
| b(L+1) | a(L+1) |
| 1 I |
I I I
I I I
I 1| I
[SL(L+1)] = QAB) |- - - - - - -=--- |- -=-=-- [-----
| a(L+1) |-b(L+1) |
I | 1 I
I I I
I I I
I I 1|
————— l-=-===-=-==-=--=-=--
| I | [1(L-1)]]
(st(r)l | [SL(L)]
X | -==== | === - =--
(st(L)] | -[sL(L)]

wobei [I(L-1)] die Einheitsmatrix der Ordnung L-1 ist. a(L+1), b(L+1) sind

Konstanten, die wie folgt berechnet werden:

i
[
i

a(L+1) [3N2/(4N%-1)]%/2,

2N

I
o
[l

b(L+1) [(N®-1)/(4N%~-1)]'/2,

2N

Wir benutzen die allgemeine Slant-Matrix [SL(L)] zur Definition der Slant—
Transformation und ihrer Inversen:
X = [SL(L)] x x = [SL(L)]™ X, mit L=1,2,....r,

=sSL

wobei wegen der Orthogonalitat [SL{L)]T = [SL(L)]™' ist.

Xo1= §X, (0).Xg (1), .... X (N-1)}

ist der Slant—Koeffizienten—Vektor, x' = {x(0).x(1),....x(N-1)} der Daten—
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—t sla(k,t) fiir N=16, nach [2.17]

vektor und [SL(L)] die (NxN)-Slant-Matrix. Die Basisvektoren der Slant—
Transformation sind die Zeilen der Slant-Matrix [SL(L)] [2.17]. Bild 2.9

zeigt die ersten 16 (kontinuierlichen) Slant-Funktionen.
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Die Beziehung zwischen den Walsh-Funktionen walw(k,t) und den Slant-Funktio—
nen sla(k,t) gestaltet sich fir N=8 wie folgt [2.15]:

sla(0,

sla(1,

sla(2,

sla(3,

sla(4,

sla(5,

sla(6,

sla(7.

t)

t)

t)

t)

t)

t)

t)

t)

wal (0,t).

(1A21)[4 wal (1.t) + 2-wal (3.t) + wal (7.t)].
(1A/8) [2-wal (1.t) + wal (6.t)].

(1A/RT)(1A/5) [-5-wal (1.t) + 8 wal (7.t)].

wal (4.t),

wal (5.t),

(1A/8) [-wal _(2.t) + 2-wal (6.t)].

(1A/8) [-wal _(3.t) + 2-wal (7.t)].



3 Strategien, Berechnungs- und Darstellungsformen

3.1 Berechnungsstrategien
3.1.1 Direkte Berechnung der Transformationskoeffizienten

Es sei die Aufgabe gestellt, die Koeffizienten einer diskreten Orthogonal-
transformation zu berechnen. Zur Durchfihrung dieser Aufgabe kann man sich
verschiedener Strategien bedienen. Bei der direki{en Berechnungsmethode wer-—
den die Koeffizienten direkt aus den Objektdaten bestimmt, ohne daf hierbei
irgendwelche sinnvollen Zwischenergebnisse erhalten werden: Man ist ledig—
lich am vollstandigen oder unvollstdndigen Satz der Koeffizienten interes—
siert. Im allgemeinen hangt jeder Koeffizienten X(k) von allen Objektelemen—

ten x(n) ab (Ausnahme: Haar-Transformation):

N
X(k) =¥ x(n)g, (n)
n=1
Dabei sind die g, k =1,2,..., N, die Basisfunktionen der Transformation.

Wie man sieht, sind hierfiir etwa N2 Operationen (N? Multiplikationen plus
N®-N Additionen) notwendig. Dieser Rechenaufwand reduziert sich entspre—
chend, wenn nicht alle Koeffizienten berechnet werden sollen. Falls es ge—
lingt, die Rechenvorschrift als Radix-2—-Algorithmus darzustellen, benctigt
man jedoch nur N log N Operationen, um s&mtliche N Koeffizienten zu berech—

nen (vgl. Abschnitt 3.4).

3.1.2 Berechnung aus Koeffizienten von Teilfolgen

Andere Strategien der Koeffizientenberechnung bestehen darin, diese nicht

direkt aus den Daten des Objektbereichs, sondern aus anderen Koeffizienten
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zu berechnen. Hierfir kommen entweder die Kceffizienten niedrigerer Ordnung
der gleichen Transformation oder die Koeffizienten gleicher Ordnung einer
anderen Transformation in Frage. Motivation fir die Anwendung einer solchen
Strategie ist stets die Verringerung des Rechenaufwandes. Es ist leicht ein-—
zusehen, daf3 man an Operationen spart, falls es gelingt., Transformationsko—
effizienten aus vorhandenen Koeffizienten niedigerer Ordnung zu ermitteln.
Dabei verstehen wir unter Koeffizienten niedrigerer Ordnung solche, die aus
Bruchteilen der Datenfolge berechnet wurden, z.B. aus zwei Halften, vier
Vierteln, etc. der Objektdaten. Allerdings ist es nicht allgemein moglich,
Zerlegungen der Datenfolge anzugeben, so daB Koeffizienten hoherer Ordnung
aus ihnen gewonnen werden konnen. Sofern die Koeffizienten jeweils aus dis—
junkten Teilmengen von Koeffizienten niedrigerer Ordnung gewonnen werden
konnen, sprechen wir von einer hierarchischen Berechnung. In den Abschnitten

5.3 und 5.4 wird auf diese Berechnungsstrategie naher eingegangen.

3.1.3 Berechnung aus den Koeffizienten einer anderen

Transformation

Weniger einleuchtend ist, daB es vorteilhaft sein kann, aus den Daten zu-
niachst die Koeffizienten einer anderen Transformation zu berechnen und aus
diesen diejenigen der gewlinschten Transformation. Dieses Verfahren bietet
sich natiirlich dann an, wenn die Koeffizienten beider Transformationen bend—
tigt werden. Es hat sich jedoch gezeigt, daB unter gewissen Umst&nden derar—
tige "Umwege” bei der Berechnung der Koeffizienten nur einer Transformation

zweckmafBig sein kdnnen., siehe z.B. [3.1], [3.2].

Wir zeigen hier allgemein. wie man die Koeffizienten X, einer Basis itki aus
den Koeffizienten Xx einer Basis igki ermitteln kann. Seien f (n) und g, (n).
k=1,2,...,N, die Basisfunktionen der "F"—Transformation und der "G”-Trans-—
formation. Die zugehdrigen Transformationskoeffizienten in Matrixnotation

sind dann
X, = [F]'x. bzw. X = [G]x.

Mit den inversen Ausdriicken
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ergibt sich

X, = N[FI[G]7'X, = N'[T] X,

Die Transformationsmatrix
[T] = [F1[G]™*

ist als reguldr vorauszusetzen, was im Fall von orthogonalen Transformatio—

nen gegeben ist.

Anwendungen auf ein— und zweidimensionale Transformationen werden in den Ab—

schnitten 4.2.6 und 5.4 diskutiert.

3.2 Anwendung der Restklassenarithmetik

Die Durchfithrung einer diskreten Transformation ist im allgemeinen eine re—
chenintensive Aufgabe. Man bemiht sich deshalb Rechenverfahren anzuwenden,
die eine Reduktion des Rechenaufwandes erlauben. Hierzu gehdren einerseits
die Zerlegung des Problems in Teilprobleme und die optimale Verwendung von
Zwischenergebnissen, wie sie bei den Radix—p—Algorithmen und bei den Prim-
faktor—Algorithmen angewandt werden. Andererseits profitieren letztere auch
von der Anwendung der Restklassenarithmetik. Da diese weniger bekannt ist,

wird hier ein kurzer Abrif3 ohne Anspruch auf Vollstandigkeit gegeben.

Die Vorteile der Restklassenverfahren bestehen allgemein darin, daf8 keine
Ubertrage zu verarbeiten sind. Bei der Anwendung auf diskrete Transformatio-
nen lassen sich dhnlich grofe Einsparungen an Rechenoperationen erzielen wie
durch Verwendung der Radix-p—Algorithmen. Die Restklassenarithmetik setzt
die Anwendung des "Chinesischen Rest-Theorems” (CRT) voraus, das nachfolgend

erlautert wird.

Im ersten Jahrhundert A.D. schrieb Sun—-Tzu in China ein Arithmetikbuch, das
einen eingebetteten Vers enthidlt. Dieser Tai—Yen (groBte Verallgemeinerung)

genannte Vers bestimmt eine Zahl, die bei Division durch 3, 5 und 7 die Re-
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Chinesischen Rest-Theorems

ste 2, 3 und 2 ergibt. Mit diesem Vers hatte Sun—-Tzu ein Restklassensystem
mit den PrimModuli {3,5,7} beschrieben. Bild 3.1 zeigt eine Reproduktion
des urspriinglichen chinesischen Textes [3.3]. Diese Regel wurde von anderen
Wissenschaftlern weiter verfeinert und spater als Chinesisches Rest-Theorem

(CRT) bezeichnet.

Wir betrachten zwei ganze Zahlen AO und A1‘ Mit Hilfe des Euklidschen Divi-

sionsalgorithmus’ bestimmen wir ihren groften gemeinsamen Teiler:

0 = LiA1+ A2 A2 < A1

L = L2A2+ A3 A:I < A2
Ai—l = LlAi+ Al+1 Ai+1 < Al
Ayoy = LAy

Dabei sind die L, ganze Zahlen. Der grdfte gemeinsame Teiler von A, und A,

ist dann AN:
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GGT(A,.A,) = A,.

Seien b, i=1,2,3.....m, Primzahlen oder paarweise teilerfremde (relative

prime) Zahlen. Die Menge der linearen Kongruenzen

A=a modulo b;' a, €N

hat eine einzige Losung modulo B mit

m
B=][]b,.
i=1
Wenn die b, Primzahlen sind, gilt

GGT(b,.(B/b,)P,) = 1, d.h. (B/b, )P, = 1 modulo b, . (3.1)

Gleichung (3.1) hat dann eine eineindeutige Losung Px' die durch den Euklid-

schen Algorithmus berechnet werden kann.

Wir betrachten nun die Beziehung

m
A =) (B/b )a,P modulo B. (3.2)
i=1
Weil (B/bv)avPv modulo bu = 0 fir vu und u,v €§1,2,3,....m}. erhalten wir

dann aus (3.1) und (3.2)
A = §{(B/b )a P modulo b} = {a_ modulo b }.

Ein einfaches Beispiel fir die Anwendung des CRT ist es, die folgenden si-

multanen Kongruenzen zu lOsen:

Seien <A>7= 5. <A>11= 7. <A>13= 11, <A>5= 3. <A> = 1. Die Schreibweise <A>
= a . Die Zahl A ist zu bestimmen. Dann ist

= a, bedeutet dabei A mod bL R
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Mit (3.1) erhalten wir

§(B/b,)P,} = {b,b,b b.P { =1 modulo b,
<2145 P > =1, P =5

i(B/bz)Pzi = §b1b3b4b5Pa§ = 1 modulo b,,
<1365 P,> =1, P, = 1,

i(B/bg)Pai = iblbzbébsPsi = 1 modulo b,

<1155 P,> , =1, P, = 6,

{(B/b,)P,} =

|
2
o

b,b P, = 1 modulo b,
<3003 P,>, =1, P, =2,
§(B/b, )P} = iblb b.b P_! = 1 modulo b,

27374 5

<5005 P5>2

ft
-
0
I
-

Dann haben wir mit (3.2)

5
i (B/b )a,P } modulo B
i=1

A

162433 modulo 15015 = 12283.

Nun prifen wir, ob diese Losung die Bedingungen erfullt:

<12283>7 =5, <12283>11 =7, <12283>13 = 11, <12283>5 = 3. <12283>8 = 1.

Das Chinesische Rest-Theorem kann zur Definition von Restklassensystemen
(RNS) benutzt werden, die eine schnelle Durchfithrung von arithmetischen Ope—
rationen ohne Ubertrag von Stelle zu Stelle ermbglichen. In einem solchen
System wird eine ganze Zahl Z durch ihre Reste Zs modulo einer Menge von re-—
lativen Primzahlen Y, représentiert. Die Addition bzw. Multiplikation von

zwei ganzen Zahlen Z und Y wird durch getrenntes Addieren bzw. Multiplizie—
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ren ihrer jeweiligen Reste Z, und Y, (modulo Pl) ohne Ubertrage von einem

Rest auf einen anderen durchgefiihrt [2.2].

Im RNS werden also ganze Zahlen mit Bezug auf die Menge der Prim—Moduli Pl

dargestellt:
P={P.P, P, P}
GGT(Pi.Pj)=1. i.je f1.2,....m}, i#j.
Jede ganze Zahl Z €§0.1.,2,...,L-1}, L = PPP ... P, hat eine eindeutige

RNS—-Reprasentation:

Y —> (Y,. Y,, Y,..... Y)., Y =YmoduloP ., YE€Z

2’ 73 m i L’

Symbolisiert das Zeichen "“o” die Operationen +, — und X, dann genigt die
Operation Z = Y o Q der Beziehung

7z —> (21' 22. Zs""‘ ZL). Z1 = Yi o Q1 modulo Pi.
Aufgrund dieser Tatsache kdnnen die Operationen Yio Q1 in Tabellen abgelegt
werden und z.B. durch schnelle Halbleiterspeicher realisiert werden. Fir die
Hardware—Realisierung einer FFT-Struktur, die ein Array von ROMs (Read Only
Memories) benutzt, kann das RNS vorteilhaft angewandt werden [3.4]. Die

Arithmetikoperationen basieren dabei vollig auf dem RNS.

Das RNS und das CRT werden haufig fir die numerische Transformationsberech—
nung verwendet. Zum Beispiel ist das CRT das Fundament der Index-Bezeichnung
beim Primfaktor—-Algorithmus. Weil die Berechnungen sowohl fir Addition als
auch fir Multiplikation unabhdngig voneinander in der Restklassenarithmetik
durchgefihrt werden konnen, laBt sich eine Funktion in der Restklasse durch
Ausfithrung der funktionell gleichen Operationen auf dem Restcode berechnen.
Das RNS findet deshalb wegen seiner Fahigkeit zur Unterstiitzung sehr schnel-
ler Arithmetik immer mehr Beachtung. Dabei wird von der Tatsache Gebrauch
gemacht, daB die Restklassensysteme das Rechnen mit groflen Integer—-Zahlen

durch Operationen an den kleineren Resten ersetzen.
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3.3 Faktorisierung der Transformationsmatrix

Fiir die Lésung der in diesem Buch behandelten Probleme ist es nitzlich, das
Rechnen mit Matrizen hdherer Ordnung auf die Berechnung von Matrizen niedri—
gerer Ordnungen zuriickzufiihren. Dies kann mit Hilfe einer Zerlegung der ge-—
gebenen Matrizen in sogenannte Bldcke (auch Untermatrizen genannt) verwirk-
licht werden (vgl. Abschnitt 3.1.2). Man kann ndmlich jede Matrix auf viel-
fache Weise aus Matrizen niedrigerer Ordnung zusammensetzen. Aufler einer
solchen Zerlegung der Transformationsmatrix macht man fir die Transforma—
tionsalgorithmen fast regelmiBig von der Faktorisierung der Matrizen Ge—
brauch. Die Faktorisierung ermdglicht die Reduktion einer umfangreichen

Menge von Operationen auf weniger und voneinander unabhingige Operationen.

In diesem Abschnitt werden zuniachst einige wichtige Begriffe der Matrizen—
rechnung dargestellt, die man fiir eine geschlossene Behandlung der Faktori-—
sierung bendtigt. Die Begrindung und Entwicklung der Matrixfaktorisierung

stitzt sich auf die Definition der Matrizen und ihre Rechenregeln.

Eine Gesamtheit von Zahlen, die in Form eines rechteckigen Schemas von n
Zeilen und m Spalten angeordnet sind, heif3t eine rechteckige Matrix. Wenn
die rechteckige Matrix die gleiche Anzahl von Zeilen und Spalten enthalt
(d.h. n=m), nennen wir diese Matrix eine quadratische Matrix. In diesem Fall
heiBt n die Ordnung der Matrix. Ein Sonderfall der quadratischen Matrix ist
die symmetrische Matrix. Eine symmetrische Matrix [A] ist gleich ihrer
Transponierten [A]T = [A] . Eine quadratische Matrix [A] heiBt hermitisch
wenn [A] = [A]° gilt. Die Elemente in der Hauptdiagonalen einer hermitischen

Matrix sind reell.

Eine wichtige Rolle spielen die Diagonalmatrizen, die ein Sonderfall einer
symmetrischen Matrix sind. Bei diesen Matrizen sind nur die in der Hauptdia-
gonale stehenden Elemente von Null verschieden. Sind in einer Diagonalmatrix

[A] alle Elemente identisch, d.h. a _ = a, dann spricht man von einer Skalar—

1t
matrix. Ein Sonderfall einer Skalarmatrix ist die Einheitsmatrix [IN] bei
der die a, = 1 sind. Dariiber hinaus wird eine Matrix, deren Elemente entwe—
der 1 oder O sind, als Bindrmatrix bezeichnet. Ein Sonderfall einer Bindrma—
trix ist die Permutationsmatrix, bei der in jeder Zeile und jeder Spalte nur

eine 1 enthalten ist.
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Im iibrigen nennt man eine quadratische Matrix, bei der langs der Hauptdiago—
nalen quadratische Blocke angeordnet sind, alle Ubrigen Elemente jedoch Null

sind, eine Quasidiagonalmatrix. Beispiel einer quasidiagonalen Matrix 7-ter

Ordnung:
a a, | 0 0 |
a,, 3,1 0 0 | o
______ [
0 'bll 12 13'
lb21 22 23I
lb:!l 32 33'
______ [
0 o | o 0 | e,y c,,
L I o | oy 2

Sofern eine Transformationsmatrix eine entsprechend regelmdBige Struktur be—

sitzt, kann sie in ein Kronecker-Produkt zerlegt oder in der Form eines Pro-—

duktes von schwach besetzten Matrizen geschrieben werden.

Ein Kronecker—Produkt oder "direktes Produkt” zweier Matrizen wird durch das
Zeichen “®" symbolisiert und als eine parzellierte Matrix definiert. Seien
[A]=[a;5] eine Matrix der Ordnung mxn und [B] eine andere Matrix der Ordnung
rXs. Das Kronecker—-Produkt von [A] und [B] wird definiert als

all[B] a _[B] ... a, [B]

12[ in

[Ale[B] =

a_,[B] a_,[B] ... a_ [B]

mn

[A]®[B] ist eine Matrix der Ordnung mrxns. Diese Matrix hat mxn Blocke. Der
(ij)te-Block ist die Matrix aLJ[B] der Ordnung (rxs). Fir die Kronecker—Pro—
duktbildung gelten die folgenden Rechenregeln, die ohne Beweis angegeben
werden [3.5], [2.15]:

a) ([a]+[B])®[C] = [A]8[C] + [BI®[C].
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b) ([ale[B])([c]e[D]) = ([a][C])®([B][D]).

c) ([al®[B])~! = [A]™'®[B] ', det [A]#0, det [B]*0,.

d) ([ale[B])" = [A]"B[B]".

e) Wenn m=n und r=s, gilt det([A]®[B]) = (det[A])™(det[B])*.

£) Wenn [G] = [A] & [B]. gilt [G] = ([A]8[I] )([1] ®[B]). (3.3)

Die Faktorisierung einer Transformationsmatrix in ein Produkt von schwach
besetzten Quasidiagonalmatrizen wird am Beispiel der Walsh-Hadamard-Trans—
formation gezeigt [3.6]. Fir eine natiirliche Zahl r sei N=27, [HH(L)] stellt
die Hadamard-Matrix, und [I(L)] die Einheitsmatrix mit den Dimensionen NXN
dar (1SLSr). Die Elemente von [H_ (L)] sind entweder +1 oder —1 und die Zei-
len und Spalten sind paarweise orthogonal. Weil [HH(L)]'1 = N"[HH(L)] gilt,
sind die Vorwarts— und die Ricktransformationen eines N-dimensionalen Vek-

tors gegeben durch

X = [H,(L)]x. x = NT'[H(L)] X. L=1.2....r.

Ein schneller Hadamard-Transformationsalgorithmus ist ein solcher, der den

Vektor X in (NXK)—Operationen (K<N) berechnet.

Im Folgenden zeigen wir eine Faktorisierung von [HH(L)] unter Verwendung von
[H,(1)]. [I(l)]=[Iz] und [H(L-1)]. die sich als Produkt von r schwach be—
setzten Matrizen (Sparse-Matrizen) ergibt. Der Algorithmus beruht auf fol-—

gender Rekursionsformel:

[H,(L)] = [H(1)]8[H (L-1)]. [H/(1)] = : (3.4)

Gemaf3 (3.3) gilt die folgende rekusive Faktorisierung (vgl. [3.6]):

[Hy(L)] = ([Hy(1)]® [I(L-1)])([I(1)]8[H,(1-1)]). (3.5)
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Dabei sind L = 1,2,...,r und N = 27. Der Beweis von (3.5) ist einfach. Unter

Verwendung der Rechenregeln fir Kronecker—Produkte (3.3) haben wir:
([H (1) ]18[1(L-1) D ([I(1)]8[H,(L-1)]) =
([ (DT De([1(L-1)J[H,(L-1)]) = [H,(1)]8[H (L-1)] (3.6)

Gemdaf3 (3.4) ist die rechte Seite von (3.8) genau [HH(L)]. Damit ist der Be—

weis komplett.
Flir N=4 gilt somit: [HH(Z)] = ([I-g{(i)] B [I(1)]) ([I(1)] e [Hu(l)])' d.h.

01 0][1 1 0 o0
1 -1 1-1 01 0 1 1-1 0 0

(Hy(2)] = =
1 1-1-1
1-1-1 1

[y
—
(=Y
[y
-

0-1 O 0O 0 1 1
1 0-1 0O 0 1 -1

O =

Die einfache rekursive Beziehung in (3.5) kann jetzt zur Formulierung einer
Sparse-Matrixzerlegung von [HH(L)] verallgemeinert werden. Erweiterung des
zweiten Terms von (3.5) mit aufeinanderfolgenden Hadamard-Matrizen niedrige—

rer Ordnung ergibt ein Produkt mit r = logzN Termen

r
(K (L)) =TT { [1(1)]8[H,(1)]8[I(L-i)] }. (3.7)

i=1
Jede dieser Matrizen in der Produktform ist nur schwach besetzt. Sie besit-
zen jeweils nur zwei von Null verschiedene Elemente in jeder Zeile und jeder
Spalte. Deshalb bendtigt die Transformation r-N Operationen. Zur Veranschau-

lichung betrachten wir die Matrix [H_ (3)] in der Zerlegung von (3.7):

(H,(3)] = -
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+000 +000][+0+0 [ ++00

0+00 O+00O0 0O+ 0 + 0 +-00 0]

00+0 0OO0+0O0 +0-0 00+ +

000+ 00O + 0+0 - 00+ +

+000 —-000O +0+0 ++ 00

0O+00 O - 0 0O+ 0 + + —-00

00+0 O -0 0] +0-0 0 00 + +

000+ 000 - || 0O+0-]| 00 + — |
Dabei bezeichnen "+” bzw. "—" die Elemente 1 bzw. —1 in der Matrix.

In ahnlicher Weise kann man auch andere Transformationsmatrizen in ein Pro—
dukt von schwach besetzten Matrizen zerlegen, sofern ihre Struktur entspre-
chend regelmaBig ist. Bei der DFT missen hierbei die Drehfaktoren beriick-

sichtigt werden (vgl. Abschnitt 4.2.1).

Die Datenvektoren x und X des Objekt— und des Transformationsbereichs sind

durch die Transformationsmatrix [T(L)] verkniipft

X=[T(L)] x.
Wir schreiben nun [T(L)] formal als Kronecker-Produkt von r Faktoren
[(T(L)] = [T],8[T],®...8[T] . (3.8)

wobei L =1.2,..., r und r = log N sind. Die Matrizen [T]l. [T] . und [T]r

2"

sind von der Ordnung 2x2.

Falls in (3.8)

[t], = (1), = ... = [T],
gilt, ist [T(L)] eine Kronecker-Potenz,
[T(L)] = [T],8[T],®...B[T] = ([T])®"

wobei "Br” bedeutet, daB r Matrizen [T] durch ® verbunden sind.



(3.4) entwickeln wir

[H,(L)] = [H (1)]8[H,(L-1)]

[H,(L-1)] = [H(1)]8[H, (L-2)] -

[H,(L-1)] = [H (1)]8[H,(L-3)]

[H,(2)]

= [H,(1)]8[H,(1)]
[H,(1)] = [H,(1)]8[H,(0)]
[H,(0)] = 1

Daraus folgt

[H (L))
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Nun betrachten wir noch einmal das Beispiel der Hadamard-Transformation. Aus

(3.9)

= [H(1)] 8 [H,(1)] 8... 8 [H(1)] = ([H,(1)])®",

worin der Faktor [HH(l)] genau r-mal enthalten ist.

Fir N=8, r=3 ist zum Beispiel:

[H,(3)] = [H,(1)]8[H, (1) 18K, (1)] =

die Koeffizienten kodnnen

1 1 1
1-1 11 1 1
= B =
1 1 -1-1 1 -1
1 -1-1 1

kann die Transformation auch hierarchisch durchgefiihrt werden,

—_ s e

jeweils aus 27,

r

1 11
®

-1 1 -1
1111
1 -1 1 -1
1 1 -1-1
1-1-1 1
-1 -1 -1 -1
-1 1-1 1
-1 -1 1 1
-1 1 1-1 J

Falls sich die Transformationsmatrix durch eine Kronecker—Potenz darstellen

d.h.

1,2,... Koeffizienten der
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niachst niedrigeren Ordnung ermittelt werden (vgl. Abschnitt.5.4). Unter den
orthogonalen Transformationen ist die (WHT)H die einzige, die diese Eigen—

schaft aufweist. Das erklart einige ihrer interessanten Eigenschaften.

Um auch andere Transformationsmatrizen durch Kronecker-Produkte darstellen
zu konnen, wurde von Fino und Algazi ein verallgemeinertes Kronecker—Produkt
eingefithrt [3.7). Hierbei werden zwei Mengen {A} = {[A®], [A!]..... [A®"']}
der Ordnung m und §{B} = {[B°]. [B']..... [B*"']} der Ordnung n zu einer qua-
dratischen Matrix [C] der Ordnung mxn verkniipft [C] = {A}®{B}. Dabei ist das

allgemeine Element

ij um+w,u’'m+w u,u’ w,w'

mit

-
I
[}
3
+
£
c-
I
(@)
—
5
|
—

1
=1
3
+
i~
i-
It
[
-
1

Fur [C] erhdlt man

[c] = [P]"[diag}a}] [P] [diagiB}].

Hierin bedeuten
(']
(M)
diag §[M'],....[M*" 1]} =

(M t)
und [P] die "Perfect Shuffle”—Permutationsmatrix der Ordnung mxn. Die Bil—

dung des verallgemeinerten Kronecker-Produkts ist im Bild 3.2 dargestellt.
Fir den Spezialfall, daB alle

[A']=[A]. i=1,2,....m1
und alle
[B'1=[B]. j=1,2,....,n1

geht (3.9) in das bekannte Kronecker—-Produkt [A]®[B] iiber.
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Eingangs- Ausgangs-
Vektor nMatrizen[B] Permutation [P] mMatrizen[A] Permutation [P] Vektor
—~A ——r— —A ——A—
0 0 0
1 —] 1 1
2e— o | 02
ikl A =
m e \ ! m-1
' m

m n-1

mf1| :Tr 1 : - | o1
bl B i |
P : ’

m-1 e \ A p2m+1
H H ' !
! i i 1
! H H2n1 '
i | H 1
: : | :
i ' I i
; ! ' i
! i i 5
. ”

(n-1)m' ol i |(m-1)n+ n-1)m

(ne1lms] o] ' ! -1 '(n—1)m+1

Pl ng | A '
H B ! : i
P ? = i

mn-1 *—] . mn-1 nm-1

Bild 3.2. Zur Bildung des verallgemeinerten Kronecker—Produkts, nach [3.7]

Die Fourier-Transformationsmatrix (vgl. Abschnitt 4.2) der Ordnung N = 27,

r=1,2,.... kann dann z.B. wie folgt dargestellt werden:
[F(L)] = [PIT{[F(L-1)]8[F(1)]"}. 1€£LSr
1 1 W = exp(—j2r/N).
[F(1)]T = i=V-1.
we o Wk k=0.1,...,N1.

3.4 Indizierung der Daten im Objekt- und
im Transformationsbereich

3.4.1 Aufteilung in Module

Ein “schneller” Algorithmus berechnet die N Transformationskoeffizienten aus

den N Objektdaten mit weniger als O(N?) Operationen. Das wird méglich, indem
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man die Daten in geeigneter Weise unterteilt und die Berechnung in einzelne
Module aufteilt. Damit will man erreichen, daB Zwischenresultate mehrfach
weiter verarbeitet werden und so die Anzahl der bendétigten Operationen mog—
lichst klein gehalten wird. Die Unterteilung der Datenmenge beruht auf einer

geeigneten Indizierung.

Zu diesem Zweck zerlegt man die Anzahl N der diskreten Daten in Faktoren. N
darf also keine Primzahl sein. Von den zahlreichen Méglichkeiten der Fakto—
risierung sind zwei von besonderem Interesse: Entweder wird N als ganzzah—
lige Potenz eines Radix p € §2,3,...} gewdhlt, oder N ist das Produkt von m

gegenseitig teilerfremden Faktoren N1‘ N ..Nm. Damit ist die Anzahl der

20
diskreten Datenwerte nur mit gewissen Einschrankungen frei wahlbar.

Allgemein ist also N = N1 N2 c. Nm. wobei entweder

GGT(Ni.Nj) =1, i.j = 1{1.2,....m} und i#j (3.10)
gilt, oder N =N,=... = N_ = p und damit

N = p” (3.11)

ist. Die Darstellung (3.11) von N durch eine ganzzahlige Potenz von p =

2,3... fihrt auf die Radix—p—Algorithmen.

Im ersten Fall (3.10) sind die Faktoren N,. i=1.2,....m gegenseitig tei-
lerfremd (engl.: relative prime). Diese Faktorisierung ist Grundlage der
Primfaktor—Algorithmen (PFA, vgl. die Abschnitte 4.2.3 und 4.3.3). Die Dar-
stellung des Objekt—Index’ n und des Transformations— (Frequenz—) Index’' k
gestaltet sich wie folgt. Zur Vereinfachung nehmen wir zunachst an, da8 N

nur in zwei Faktoren zerlegt wird

N =N ‘N,. GGT(NI.Na) = 1.
Der Laufindex im Objektbereich n = 0,1,2,...,N-1 wird nun durch zwei unab—
hangige Variable n = 0.1.2.....N1—1 und n,= 0.,1.,2,.... Nz—l ausgedriickt, der-—
art daf3

n = (Cln1 + Cana) mod N.
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Dabei sind die Konstanten Cl und C2 so zu wadhlen, daB alle Werte von n er-—
fant werden und Eindeutigkeit verhanden ist, d.h. jedes n durch eine be—
stimmte Kombination (nl. nz) erhalten wird. Derartige Kombinationen existie—
ren jedoch immer [3.8]. Entsprechend wird der Laufindex k im Transforma—

tionsbereich durch
k = (C3k1+ C4k2) mod N
dargestellt. Eine Eindeutigkeit erhalt man fur

C=aN,, C=D>bN

L 2 2 e GGT(CX.NX) = GGT(CE.NZ) =1,

wobei a.b natiirliche Zahlen sind. Entsprechendes gilt fur C, und C, [3.8].

Falls die N, nicht teilerfremd sind. z.B. N=p" (vgl. (3.11)), missen fur

eine Eindeutigkeit die folgenden Bedingungen erfiillt sein [3.8]

|
—

C,=a'N, und C,# b-N, und GGT(a.N ) = GGT(C,.N,) =

oder

|
-

C# aN, und C,= b'N und GGT(CI.NX) = GGT(b.Nz) =

Um eine Reduktion des Rechenaufwandes zu erhalten, sind nun die Konstanten

so zu wahlen, daf3

(C1C4) mod N =0  oder (CZCS) mod N = O. (3.12)

Wenn die N, teilerfremd sind, kénnen beide Bedingungen (3.12) erfillt wer—

den, wodurch zusatzlich Vereinfachungen in der Arithmetik méglich werden.

Die Abbildung der Indizes n und k auf die Subindizes n, und kj 1ant die Phi-
losophie der "schnellen” Algorithmen erkennen. Sie erlaubt die Aufspaltung
einer grofBen Aufgabe in eine Reihe von kleineren. Das drickt sich so aus,
dal in den Summenformen (1.2) die Summen iiber die n bzw. k durch mehrere un—
abhéngige Summen ilber die n, bzw. kj ersetzt werden (vgl. Abschnitt 4.2.1).
Eine andere Deutung dieser Abbildung ist die Umsetzung eines eindimensiona—

len Problems in ein mehrdimensionales mit jeweils unabhdngigen Variablen.
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Bei den Primfaktor—Algorithmen gemafl (3.10) bezeichnet man die Teilsummatio—
nen als Module. Im Fall der Radix-p—Transformationen nach (3.11) heifBen die

unabhangigen Teile Iterationen.

3.4.2 Darstellung durch SignalfluBgraphen

Im Abschnitt 3.3 wurde am Beispiel der (WHT)ngzeigt. wie man durch geeig-—
nete Matrixfaktorisierung die Komplexitat von O(N?) auf O(NlogN) reduzieren
kann. Die Faktorisierung erlaubt es, den Datenvektor zunachst mit der rech—
ten Faktormatrix [T] . den Ergebnisvektor sodann mit der Faktormatrix [Tl,

zu multiplizieren, und so fort:

1. Verarbeitungsstufe: [T]1 x

2. Verarbeitungsstufe: (T],([T], x)

log(N)—-te Verarbeitungsstufe: [T]INN([T]“RN_1 . [T]z[T]1 x)
Ergebnis: X = [T]logN [T]IMN_1 ... [T]2 [T], x

Sofern N eine ganzzahlige Potenz einer Zahl p € §{2.3,...} ist, ergibt die
Faktorisierung genau logpN Faktormatrizen. Weiterhin beobachtet man, daB so—
wohl bei der Kronecker—Produktbildung als bei der Zerlegung in schwach be—
setzte Matrizen jedes neue Vektorelement eine gewichtete Summe aus dem ent-—
sprechenden Vektorelement der vorhergehenden Verarbeitungsstufe und (p—1)
anderen Elementen des bisherigen Vektors ist (vgl. Abschnitt 3.3). Sofern
eine Faktorisierung dieser Art méglich ist. kann man die Multiplikation des
Datenvektors mit den Faktormatrizen nacheinander durchfithren, derart daB nur
genau p Zwischenspeicher erforderlich werden. Dies ist deshalb moglich, weil
jeweils p Daten kombiniert und in ihre urspriinglichen Speicherplatze zurick-
geschrieben werden konnen, denn die Ursprungsdaten werden im weiteren Ver—
lauf nicht mehr benotigt. Die Matrixfaktorisierung ergibt in diesem Fall ne—
ben der betrachtlichen Komplexitatsminderung auch eine Begrenzung des Spei-
cher— platzes auf N+p Worter. Man spricht deshalb von einer Verarbeitung mit

Ersetzung (der Speicherinhalte) oder einer "in—-place”—Verarbeitung, Charak—
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teristisch hierfir ist die Berechnung in Stufen oder Iterationen. Diese Ver—
arbeitungsart kann man als die eigentliche Ursache fir die Einsparung an
Operationen ansehen: In jeder Iteration werden (gewichtete) Teilsummen ge—

bildet, die in der darauf folgenden Iteration p—fach weiterverwendet werden.

Es ist liblich und zweckmafBig, die Verkniipfung der Eingangsdaten und der Zwi-
schenergebnisse durch SignalfluBgraphen darzustellen. Wegen der Aufteilung
in Iterationen und wegen der “in—place”-Verarbeitung entstehen Signalfluf3—
graphen (SFG) mit grofer RegelmaBigkeit. Die Form der Radix—2-SFG (vgl. Bild
3.3) fihrte zu der Bezeichnung "Schmetterlings—Diagramm”. Die Speicherpléatze
fir Datenworter werden im SFG meist vertikal angeordnet, die Iterationen ho—
rizontal. Auf einer horizontalen Linie liegende Knoten (vgl. z.B. Bild
3.3(b)) stellen also den gleichen Speicherplatz dar. Zu Beginn werden die
Daten geladen (linke Seite des SFG) und nach Ablauf samtlicher Iterationen
enthidlt jeder Speicherplatz ein Element des transformierten Vektors (rechte
Seite des SFG). Zwischen den einzelnen Iterationen sind in den Speicherplat—

zen Zwischenergebnisse enthalten, die manchmal von Interesse sein konnen.

Fir die graphische Darstellung der SFG haben sich zwei verschiedene Darstel-
lungsformen herausgebildet. Ihre Anwendung hingt von der Art des darzustel-
lenden SFG ab. Die im Bild 3.3(a) gezeigte Form ist sehr allgemein, hat aber
den Nachteil, daf3 umfangreiche SFG leicht uniibersichtlich werden. Die Kreise
stellen Multiplikationen mit den Konstanten a bis d dar. Eine Zusammenfiih—
rung von 2 Kanten bedeutet die Addition der Signale. Fir umfangreiche SFG
empfiehlt sich die im Bild 3.3(b) gezeigte Darstellung. Allerdings ist ihre
Anwendung auf SFG der FFT beschrankt.

In diesem Buch verwenden wir vorzugsweise eine Darstellung nach Bild 3.3(c).
Dabei werden multiplikative Konstanten an der betretfenden Kante des SFG
vermerkt. Gelegentlich wird der Faktor (-1), d.h. eine Subtraktion des Spei-—
cherinhalts durch eine gestrichelte Kante dargestellt (vgl. Bild 3.3(a)).

Die iberwiegende Mehrzahl der im Buch beschriebenen Algorithmen verwendet
die Radix—2-Struktur. Ein Radix—2-SFG fiir N=2" diskrete Daten besteht aus r
Iterationen, in denen jeweils 2 in den Knoten (Speicherplédtzen) enthaltene
Werte linear kombiniert und (bei "in—place”—Verarbeitung) in diese Spei—

cherplatze zurlickgeschrieben werden. Dabei werden in den einzelnen Iteratio—
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Bild 3.3. Darstellung von Radix—2-SignalfluBgraphen in drei Formen

nen die Knoten gruppenweise verarbeitet: In einer Iteration werden jeweils
zwei benachbarte Knoten kombiniert, in weiteren Iterationen werden Gruppen
zu 4, 8, 16, ..., 27 Knoten gebildet, wobei die Kombination zwischen Knoten—
paaren mit den Distanzen 2, 4, 8, ..., 277! erfolgt. Die Reihenfolge dieser
Iterationen ist maBgebend fir die Reihenfolge der Eingangs— und Ausgangs-—

werte (vgl. den Abschnitt 3.4.3 und z.B. die Bilder 3.5 und 3.6).

SFG héherer Radizes sind analog zum Radix—2-SFG strukturiert. Bei einem SFG
des Radix p werden jeweils Gruppen von p Speicherplatzen (Knoten) miteinan—
der kombiniert. Von jedem Knoten gehen also genau p Kanten ab und es minden
p Kanten in ihn ein. Bild 3.4(a) zeigt einen Radix-3-SFG, Bild 3.4(b) einen
Radix—4—SFG. Aufgrund des SFG kann man die Komplexitat einer Radix—p—Trans-—
formation gut iibersehen. Wenn man N=p" Daten zu verarbeiten hat, bendtigt
man r=logPN Iterationen. In jeder Iteration bendtigt man maximal p‘N Multi-

plikationen und (p—1)N Additionen. Daraus folgt fiir die Komplexitat:

K = O(N logpN).
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Wieviele Multiplikationen tatsachlich bendtigt werden, ist eine Frage des
jeweiligen Algorithmus’, da die Multiplikatoren zum grofen Teil trivial
(z.B. 1, =1, j) sind. Durch geeignete Darstellung und geschickte Zusammen-—
fassungen gelingt es, fir bestimmte Transformationen die Anzahl der Multi-
plikationen zu verringern. Allerdings betragen die mdglichen Einsparungen
nur Bruchteile einer GréBenordnung. Die Mindestanzahl von Multiplikationen
fiir einen bestimmten Algorithmus 1l&Bt sich theoretisch ermitteln [3.9],
[3.10].

Sofern die schmetterlingsartige Struktur der SFG in irgendeiner Weise durch—
brochen wird, geht die "in-place”-Eigenschaft verloren. Dies tritt z.B. dann
ein, wenn man verlangt, daB Eingangs— und Ausgangswerte eine bestimmte, dem
Algorithmus nicht entsprechende Reihenfolge aufweisen missen. Ein anderes
Beispiel eines SFG ohne "in—place"-Eigenschaften ist ein solcher mit kon—
stanter Geometrie in allen Iterationen (z.B. Bild 7.3). Derartige Verarbei-
tungen bieten gelegentlich Vorteile bei der Realisierung durch eine Spezial-

Hardware.

3.4.3 Beziehungen zwischen Iterationenfolge, Objektdaten- und

Koeffizientenreihenfolge

Wie im Abschnitt 3.3 gezeigt wurde, konnen geeignet faktorisierte Transfor-
mationsmatrizen in SignalfluBgraphen umgesetzt werden. Fir die am haufigsten
verwendete Radix—2-Struktur hat man dann r=logzN Iterationen auszufithren. In
diesem Abschnitt soll gezeigt werden., wie sich bei Umordnen der Reihenfolge
von Iterationen die Struktur der Eingangs— und Ausgangswerte, d.h. der Ob—
jektdaten und der Koeffizienten &ndert. Dabei wird angenommen, daf nur die
Strukturen der SFG geandert werden, etwaige Multiplikatoren (z.B. Drehfak—

toren bei der FFT) jedoch in der urspriinglichen Iteration verbleiben.

Zur Vereinfachung der Erl&duterung diskutieren wir zundchst die Mdglichkeiten
der Anordnungen eines Signalflufgraphen fiir eine Radix-2-Struktur mit r Ite-

rationen.

Wir konnen die Anzahl der Anordungsmdglichkeiten von r Iterationen durch die

Permutation Pr darstellen:
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P_= r-(r-1)-(r-1) --- 8-2:1 =r!,

d.h. es gibt P = r! Anordnungsméglichkeiten fir einen SFG mit r Iterationen.

Nun betrachten wir ein Beispiel mit r=4:

Seien die vier Iterationen im SFG durch A, B, C und D dargestellt. Dann gibt

es insgesamt P = 4! = 24 Anordnungsmbglichkeiten der Iterationen, ndmlich
ABCD, BCDA, CDAB, DABC,
BADC, ADCB, DCBA. CBAD,
CDBA, DBAC. DBCA. BACD,
DCAB, CABD, CADB, ABDC.

Es ist nun von Interesse, welche Auswirkung die Vertauschungen auf die Rei-
henfolge der Objektdaten (d.h. der Eingangswerte) und der Koeffizienten
(Ausgangswerte) haben. Hierzu betrachten wir die Bitumkehroperation von n
BRO=R(n), die im Abschnitt 2.4 bereits benutzt wurde. Wenn wir beispiels—
weise N=16 annehmen, dann ist r=4 und wir kdnnen k und n als 4-Bit-Binarzah—

len darstellen. Das Bitumkehrverfahren ist durch Bild 2.5 illustriert.

Wir kénnen in 3hnlicher Weise wie im Bild 2.5 Bitaustauschoperationen (Bit
Exchange Operations) BEO(1) bis BEO(Pr) definieren. In den folgenden Bei-—
spielen betrachten wir allerdings nur paarweise Vertauschungen von Iteratio—
nen. Nehmen wir beispielsweise an, der Index von x(na.nz.nl.no) sei in der
natiirlichen Reihenfolge geordnet. Analog zu Bild 2.5 ist dann

BRO = R(n) = BEO(1) : x(na.nz.nl.no) —_> x(no,nl.nz.na)
Entsprechend werden BEO(2) bis BEO(9) definiert. Die so definierten BEO-Mog-—
lichkeiten fiir N=4 sind in Tabelle 3.1 angegeben. Wenn man beispielsweise
die Eingangswerte im SFG einer 16-Punkte—FFT gemidf Bild 3.5 nach BEO(1) um—
ordnet, ergibt sich ein Signalflufigraph wie im Bild 3.6 dargestellt. d.h.
mit der iblichen Bitumkehr.
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Tabelle 3.1. Moglichkeiten der Indizierung, N=16: Die natiirliche
Reihenfolge und einige Versionen mit Bitaustausch sind durch

BEO(O) bzw. durch BEO(m), (m = 1,2,..., 9) bezeichnet.

BEO(0) BEO(1) BEO(2) BEO(3) BEO(4)
0000 0000 0000 0000 0000
0001 1000 0001 0010 1000
0010 0100 0010 0001 0010
0011 1100 0011 0011 1010
0100 0010 1000 0100 0100
0101 1010 1001 0110 1100
0110 0110 1010 0101 0110
0111 1110 1011 0111 1110
1000 0001 0100 1000 0001
1001 1001 0101 1010 1001
1011 0101 0110 1001 0011
1011 1101 0111 1011 1011
1100 0011 1100 1100 0101
1101 1011 1101 1110 1101
1110 0111 1110 1101 0111
1111 1111 1111 1111 1111

BEO(5) BEO(6) BEO(7) BEO(8) BEO(9)
0000 0000 0000 0000 0000
0001 0100 0001 0010 0100
0100 0010 1000 0001 1000
0101 0110 1001 0011 1100
0010 0001 0100 1000 0001
0011 0101 0101 1010 0101
0110 0011 1100 1001 1001
0111 0111 1101 1011 1101
1000 1000 0010 0100 0010
1001 1100 0011 0110 0110
1100 1010 1010 0101 1010
1101 1110 1011 0111 1110
1010 1001 0110 1100 0011
1011 1101 0111 1110 0111
1110 1011 1110 1101 1011

1111 1111 1111 1111 1111
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Bild 3.5. SignalfluBgraph der FFT mit natiirlicher Ordnung der Eingangs-—

werte fir N=16, (r=4)
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Bild 3.6
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Analog dazu konnen wir weitere Formen von Signalflufligraphen angeben,
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je

nachdem wie man die Eingangswerte anordnet. Im Bild 3.7 sind wegen BEO(8)
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(vgl. Tabelle 3.1) der Eingangswerte die Strukturen der 1. und der 2. Itera—

tion sowie der 3. und der 4. Iteration miteinander vertauscht.

Wir untersuchen nun den EinfluB der Bttaustauschoperationen BEO auf die
Folge der Iterationen und der Datensequenz. Dabei benutzen wir N=16 Daten—
werte und entsprechend r=4 Iterationen als Beispiel. Die Unterschiede in der
Struktur der einzelnen Iterationen eines Signalfluf3igraphen liegen im Abstand
der dualen Knoten. Das sind solche Knoten (Speicherpldtze), die in der be-—
treffenden Iteration miteinander verknipft werden. Die Abstande der dualen
Knoten betragen fiir die a—te Iteration N/2* mit a = 1,2,...,r. Betrachtet

man die Ordnungszahl n der Knoten in binarer Darstellung

so stellt man fest, daB jeweils solche Knoten verkniipft werden, deren Ham—
ming-Distanz 1 betragt und bei denen sich das unterschiedliche Bit in der b—

ten Bindrstelle befindet (vgl. Bild 3.5).

Fuir die 1.Iteration (a=1) gilt z.B.: n

3 2

n, n n

xl(s) _ xl( 1 0 0 0)

xl(O) _ xx( 0O 0 0 0)
Differenz der Indizes: 8 —> 1 0 0 O
Binarstelle b: _ 1 2 3 4

Allgemein gilt fir den SFG nach Bild 3.5, daB3 die binadr geschriebene Diffe—
renz der Indizes eines dualen Knotenpaars in der a—ten Iteration nur in der
Stelle b=a den Wert 1 hat. Alle anderen Stellen sind Null. Vertauscht man
nun im der Bindrindex der Eingangswerte die 1. Stelle mit der 4. Stelle und
die 2. Stelle mit der 3. Stelle, dann erhdlt man die umgeordneten Eingangs-—

daten wie folgt:

x (n, n, n, n, )
¢ vl
b=1 b=2 b=3 b=4, a=b.

Dabei ist a die Ordnungszahl der Iteration im urspriinglichen Signalflufigraph
(z.B. Bild 3.5). Wenn man die Eingidnge z.B. nach BEO(9) (vgl. Tabelle 3.1)

anordnet, dann erhdalt man flir a=b:
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Bild 3.8. FFT-SignalfluBgraph mit BEO(9)-Umordnung der Eingangswerte
gegeniber Bild 3.5

x ( n n, n, n,)
Vol
b=3 b=4 b=1 b=2, a=b.

Der zugehdrige SignalfluBgraph ist im Bild 3.8 dargestellt. Die Ausfihrung
der Transformation ergibt die Koeffizienten X,. die sich durch Bitumkehr in
die natiirliche Ordnung iiberfiihren lassen:

x4(k3 Kk, Kk 'ko) —BRO—> X(k0 kLK, 'ks)

Schematisiert stellt sich der Zusammenhang fiir dieses Beispiel wie folgt
dar:
x(ns.nz.nl.no) —>BEO(9)——> x(nl.no.na.nz)

Signalflufligraph (Bild 3.8)

X, (k, .k, .k, .k,) —>BRO—> X(k .k, .k,.k,)
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Entsprechendes gilt fiir die SignalfluBgraphen der Bilder 3.6 und 3.7, wobei
Bild 3.8 die bekannte einfache Bitumkehr darstellt. Um den EinfluB von Ver-—
tauschungen der Iterationen anschaulich darzustellen, wird der Zusammenhang

wie folgt beschrieben:

x(n -y n..... nj.....nl.no)
BEO(k) = <ni:nj>
x(nral.....nj..‘..nl,....nl.no)

mit entsprechend veradndertem SFG

0 T

Die o.g. MaBnahmen zur Veranderung der Datenreihenfolge haben Auswirkungen
auf die Implementierung der Algorithmen. Insbesondere fiir die Verarbeitung
durch Vektorrechner konnen hiermit glinstige Arbeitsbedingungen geschaffen
werden [3.11].

Wir betrachten nun noch die Auswirkungen von Vertauschungen der Iterationen
einschliefllich ihrer Multiplikatoren. Dabei beschranken wir uns der besseren
Ubersicht wegen auf 3 Iterationen eines Radix—2-SFG, d.h. N=8. Die Ergeb—
nisse koénnen leicht auf beliebig grofe Signalflufigraphen iibertragen werden.
Ausgangspunkt der Betrachtungen sei ein SFG gemdB Bild 3.9. Die
Multiplikatoren al, b!, ¢! und dg (i =1.2,....,r = log,N., j =0,1...., N-1)
konnen von Knoten zu Knoten und von Iteration zu Iteration verschieden sein.
Bei den hier betrachteten Orthogonaltransformationen herrscht allerdings
eine gewisse RegelmaBigkeit vor. Zudem sind viele der Multiplikatoren gleich

1.

Wie wir in den Abschnitten 3.3 und 3.4.2 gezeigt haben, entspricht jede Ite—

ration einer Multiplikation mit einer (schwach besetzten) Teilmatrix [T‘].
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Bild 3.9. SignalfluBgraph mit allgemeinen Multiplikatoren fiir N=8

Fir den SFG nach Bild 3.9 erhalten wir die Transformationsmatrix

(T] = [1,1(T,1(T,]

gemaf3 Bild 3.10. Eine Vertauschung der Iterationen einschliefllich der zuge—
hérigen Multiplikatoren entspricht einer Vertauschung der Reihenfolge der
Faktoren [Tx]. Abgesehen von den Trivialfallen der Multiplikationen mit sich
selbst oder mit der Einheitsmatrix ist die Matrizenmultiplikation genau dann
kommutativ, wenn die Faktormatrizen symmetrisch sind, d.h. b! = c¥. Das
trifft bei der (WHT)H zu, nicht jedoch bei der DFT. Somit kdénnen die Itera-—
tionen der (WHT)H in beliebiger Reihenfolge ausgefiihrt werden. Diese nutzli-

che Eigenschaft kann jedoch nicht auf andere Orthogonaltransformationen

Ubertragen werden.
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4 Algorithmen eindimensionaler Transformationen

4.1 Algorithmen fiir die diskrete Walsh-Transformation
4.1.1 Algorithmen fir die Paley-, Hadamard- und Walsh-Ordnung

Die Walsh-Funktionen sind ein vollstandiges System von orthogonalen Funktio—
nen. Sie nehmen nur die beiden Funktionswerte (+1) und (-1) an. Deshalb be—
notigt die Berechnung der diskreten Walsh—Transformation (DWHT) nur Additio—
nen und Subtraktionen. Die DWHT ist deswegen von sich aus schneller als alle

anderen Orthogonaltransformationen.

Wie wir im Abschnitt 2.4 gezeigt haben, existiert keine einheitlich geord-
nete Form fiir die Walsh-Funktionen. Im Gegensatz zu den komplexen Exponen—
tialfunktionen, die nach ihrer Frequenz geordnet werden, hat man mindestens
drei in verschiedener Weise geordnete Walsh—Funktionensysteme und daher min—

destens drei Formen von Transformationsalgorithmen.

Hinsichtlich der Computerorganisation sind die natirlich oder nach Hadamard
geordneten Transformationskoeffizienten am einfachsten zu berechnen., da die
Transformationsmatrix als Kronecker—Potenz der einfachen Hadamard-Matrix
[HH(I)] abgeleitet werden kann. Eine gewisse Schwierigkeit bei der Walsh-Ha-—
damard—Transformation (WHT)H besteht darin, eine nach Sequenzen geordnete
Ausgabe zu erzeugen, die fir viele Verwendungen wiinschenswert ist. Dazu ist
es notwendig, eine Bitumkehroperation bei Eingabe oder Ausgabe zusammen mit

einer Gray—Code—Umordnung der Ausgabe auszufiihren (vgl. Abschnitt 3.4).

Der Algorithmus fir die (WHT)H wurde bereits im Abschnitt 3.3 durch Faktori-—
sierung der Transformationsmatrix hergeleitet. Wir beschranken uns deshalb

an dieser Stelle auf die Darstellung als Radix—2-SignalfluB3graph. Da in den
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Bild 4.1. SFG einer natiirlich geordneten Walsh-Transformation fir r=3,

nach [2.15]

Faktormatrizen [Tl] in jeder Zeile (und jeder Spalte) nur p=2 von Null ver-—
schiedene Werte (+1 oder —1) auftreten, werden zur Bildung eines Zwischen-—
wertes nur jeweils eine Addition oder eine Subtraktion bendtigt. Weil diese
Werte auBerdem in jeweils anderen Zeilen (oder Spalten) stehen, koénnen diese
Operationen unabhangig von nachfolgenden Operationen stufen— oder itera—
tionsweise durchgefiihrt werden. Mit den im Abschnitt 3.4.2 angegebenen Re-
geln erhalt man somit einen sehr einfachen SignalfluBgraph. Ein SFG fir r=3

ist im Bild 4.1 dargestellt.

Da die natiirliche oder Hadamard-Ordnung wegen der Darstellbarkeit der zuge-
hérigen Matrix als Kronecker—Potenz von [H, (1)] am hdufigsten benutzt wird,
beziehen wir die anderen Anordnungen auf die natiirliche Ordnung. In Tabelle
4.1 ist nochmal die Reihenfolge der Basisfunktionen (und damit der Koeffi-
zienten) bezogen auf die natirliche Ordnung angegeben. Diese Tabelle illu—
striert die Umordnung der Koeffizientenindizes fir die verschiedenen Ordnun—
gen. Man ersieht aus ihr, daB sich die natiirliche (Hadamard—) Ordnung von
der dyadischen (Paley—) Ordnung durch Bitumkehr der Koeffizientenindizes er-—
gibt. Gemidf den Ausfithrungen im Abschnitt 3.4 wird dies durch Umkehrung der
Iterationenfolge erreicht (vgl. Bild 4.2). Entprechend erhdlt man den SFG
der sequenzgeordneten Variante durch Bitumordnung und inverse Konvertierung

des Gray-Codes. Der zugehdrigen SFG fiur r=3 ist im Bild 4.3 angegeben.

Da die Knoten der Graphen mit Speicherplitzen im Rechner korrespondieren,

ist aus den Abbildungen zu ersehen, daB fiir die Berechnung kein zusatzlicher
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Tabelle 4.1. Ordnung der Walsh—Koeffizienten fir r=3

Koeffizienten—  Hadamard- Walsh— Paley—
Nummer Ordnung Ordnung Ordnung

o] co0o0 O 000 O 000 O

1 0 1 1 111 7 1 o 4

2 010 2 011 3 o100 2

3 011 3 100 4 110 &6

4 100 4 001 1 001 1

5 101 5 110 8 101 5

6 110 &6 010 =2 011 3

7 111 7 101 5 111 7

Bild 4.2. SFG einer dyadisch geordneten Walsh-Transformation fiir r=3,
nach [2.15]

x(0) X,,(0)
x(1) X, (1)
x(2) ——e X, (2)
x(3) >\~xw(3)

Bild 4.3. SFG einer sequenzgeordneten Walsh-Transformation fir r=3,
nach [2.15]
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Speicherplatz bendtigt wird (”in—place”). Es sind auch SFG ohne "in—place'-—

Eigenschaft bekannt, auf deren Darstellung wir jedoch verzichten.

4.1.2 Berechnung der WI aus Koeffizienten von Teilfolgen

Gelegentlich kann es zweckmdBig sein, zundchst die Koeffizienten von Teilen
der Datenfolge zu berechnen und aus diesen schrittweise die Koeffizienten
hoéherer Ordnung. Wir zeigen deshalb, daB eine Berechnung der WHT-Koeffizien—
ten aus zwei Teilfolgen der Lange N/2 mdglich ist. Der zu transformierende
Datenvektor mit N Elementen (N=2") sei mit x bezeichnet, der Vektor seiner

Walsh-Hadamard-Koeffizienten mit wa' Dann haben wir

X = [H(L)] x, L=1.2,...,r,

wobei [HH(L)] die Transformationsmatrix der Ordnung 2" ist. Man kann den Vek—

tor x der Ordnung N in zwei Vektoren der Ordnung N/2 zerlegen

Dabei ist 51(L~1) ein Vektor der Linge 2'"!, der aus den N/2 oberen Elemen—
ten des Vektors x besteht. und x,(L-1) ein solcher aus den unteren Elementen

desselben Vektors.

Aulerdem kann XWH in der folgenden Weise zerlegt werden:

(H,(L-1)]  [H(L-1)] ][ x,(L-1)
XWl=|------a - === - )
(H,(L-1)] -[H (L-1)] x,(L~-1) (4.1)

Diese Matrixmultiplikation kann nun ausgefiihrt werden:

[#, (L-1))x, (L-1) + [H, (L-1)]x, (L-1)
[XWH(L)] = |- - - - == = === =
[H, (L-1) ], (L-1) — [H,(L-1) ]x, (L-1)
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T . (4.2)

Dabei bezeichnen X _ (L-1) und X

D. X, 4, (L—1) die Walsh-Hadamard-Transformierten

der oberen und der unteren Hialfte von x. Diese Beziehungen kann man mit Vor—
teil auch zur Gewinnung der DFT-Koeffizienten und der DCT-Koeffizienten ver—

wenden (vgl. die Abschnitte 4.2.6 und 4.4.6).

Durch wiederholte Anwendung von (4.2) kann man erreichen, daf3 zundchst die
WH-Koeffizienten benachbarter Datenelemente gebildet werden, aus diesen dann
die Koeffizienten benachbarter Datenpaare und so fort. Die stufenweise Bil-
dung hdher Koeffizienten aus untergeordneten bezeichnen wir als hierarchisch

(vgl. die Abschnitte 3.1.2 sowie 5.4).

Die (WHT)H ist also eine orthogonale Transformation, die sich hierarchisch
durchfihren 1A8t. Die vorstehende Herleitung l1aBt aus (4.1) erkennen, daf3
hierfir die Transformationsmatrix durch eine Kronecker—Potenz (nicht Kron—
ecker—Produkt) darstellbar sein muB. AufBer der (WHT)H ist keine orthogonale
Transformation bekannt, die eine Kronecker—Potenz-Darstellung besitzt. Also
kann eine hierarchische Erzeugung von Transformationskoeffizienten nur uber

die WHT erfolgen.

4.2 Algorithmen fiir die diskrete Fourier-Transformation

Man kennt zahlreiche Algorithmen zur Berechnung der DFT. Das erste und wohl
auch das bekannteste Verfahren zur schnellen Berechnung der DFT ist das von
Cooley und Tukey [4.1], [4.2] verdffentlichte sogenannte FFT-Verfahren sowie
eine andere von Sande entwickelte selbstandige Form, der Sande—Tukey-FFT-Al-
gorithmus. Geschichtlich ist zu bemerken, daB bereits 1958 von Good ein Al-—-
gorithmus zur schnellen Berechnung der FFT angegeben wurde [4.3]. Da Good
diesen Algorithmus fur Zwecke der Statistik bendtigte und auch in einer ein-
schlédgigen Zeitschrift veroffentlichte, wurde sein Algorithmus fir die Si-
gnalverarbeitung zuniachst nicht populdr. Andererseits gab es auch schon vor
Good diverse Ansatze zu solchen Algorithmen. So kann man schon bei GauB eine

Rechenvorschrift &hnlicher Art finden [4.4]. In Deutschland gab es in den
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ersten Jahrzehnten dieses Jahrhunderts weitere Ansatze bezliglich einer

schnellen Berechnung der Fourier—-Transformation [4.5]. [4.6].

Nachdem Cooley und Tukey die FFT in der Signalverarbeitung eingefihrt hat—
ten, wurden =zahlreiche andere FFT-Algorithmen entwickelt, meist mit dem
Ziel, die Anzahl der Multiplikationen zu verringern. So entstanden z.B. der
Radix—2"—Algorithmus, der Split—Radix-FFT-Algorithmus und der Primfaktor—Al—
gorithmus (PFA). Unter diesen werden derzeit noch die Radix—2— und Radix—4—
Algorithmen wegen ihrer einfachen SFG-Strukturen am haufigsten in der Praxis
benutzt. Die zugehdrigen Signalflufgraphen haben eine einfache Geometrie
(Schmetterlings—-Typ) und bieten die Mdglichkeit zur Ausfilhrung "mit Erset-
zung” (”in—place”), sind aber aufwendiger beziiglich der Anzahl der Multipli-
kationen als einige neuere Algorithmen. Diese bendtigen zwar weniger Multi-
plikationen als der urspriingliche Cooley-Tukey—-Algorithmus. erfordern dafir
aber mehr Additionen. Andererseits hat man Algorithmen entwickelt, die zwar
gleich viele Multiplikationen bendtigen, jedoch eine reduzierte Anzahl von
Additionen. Der Split-Radix—Algorithmus scheint einige der Vorteile dieser
Methoden zu vereinigen. Die Vor— und Nachteile relativieren sich u.U., wenn
man die Hardware in Betracht zieht, auf der die Algorithmen laufen sollen.

Man vergleiche hierzu auch die Ausfithrungen im Kapitel 7.

Eine ganzlich andere Philosophie liegt dem Winograd—Fourier-Transforma-—
tionsalgorithmus (WFTA) zugrunde. Bei diesem Algorithmus wird die DFT iber
den "Umweg” der zyklischen Faltung berechnet. Durch geeignete MaBnahmen ge—
lingt es, mit betrdchtlich weniger Multiplikationen auszukommen als fir die

"klassische” FFT bendtigt werden.

Im allgemeinen winscht man die Ermittlung samtlicher Fourier—Koeffizienten.
Die in diesem Buch beschriebenen FFT-Algorithmen sind geeignet, alle N Koef—
fizienten effizient 2zu berechnen. Falls nur ein (oder wenige) Ko—
etfizient(en) bendtigt wird (werden), wird die direkte Berechnung zweckmiBi—
ger sein. Fur derartige Sonderfalle existieren iiberdies spezielle Algorith—

men wie z.B. der Gortzel-Algorithmus [3.9].
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4.2.1 Cooley-Tukey- und Sande-Tukey-Algorithmus

Die FFT—-Algorithmen von Cooley, Tukey und Sande sind nicht nur die ersten in
der Geschichte der modernen Signalverarbeitung, sondern auch die am besten
durchschaubaren. Sie zeigen die grundlegenden Prinzipien in einfacher Weise.
Umn dieses noch zu unterstreichen, fithren wir sie zundchst anhand einfacher
Spezialfédlle, namlich fiir Datensequenzen der Langen 4 und 8 ein. Eine allge—
meinere Darstellung wird daran anschlieBend bei der Diskussion der Begriffe

"Zeitdezimierung” und "Frequenzdezimierung” gegeben.

Wir gehen aus von der Summenform der diskreten Fourier-Transformation [2.1]

N-1
X, (k) =T x(n)Wg", k=0.1,.... N-1. (4.3)
n=0

Dabei benutzen wir die iibliche Schreibweise W = exp(—j2r/N).

Fiir N=4 erhialt man beispielsweise aus (4.3) die Gleichungen

X,(0) = x(0)W + x(1)W] + x(2)W] + x(3)W]
X, (1) = x(0)W] + x(1)W, + x(2)W3 + x(3)W]
X, (2) = x(0)W; + x(1)W2 + x(2)w; + x(3)W2
X,(3) = x(0)wj + x(1)wj + x(z)wj + x(3)wj

oder kompakter in Matrixform

X, (0) w: w: wj wg x(0)

X, (1) woowl w2 ow? x(1)
X, =[¥;]x= =

X,(2) wj wf Wi wj x(2)

X, (3) wo ws ws oWl || x(3)

Fiir die Entwicklung des Algorithmus’' stellen wir die natirlichen Zahlen n
und k als Bindrzahlen dar. Fir N=4 ist r=2. k und n sind also 2-Bit-Bindr—

zahlen
n=(n.n),, = {00,01,10,11}, k= (k .k, = $00,01.10,11%,
d.h. n=2n +2°n;, wund k= 2k + 2%, . (4.4)
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Mit (4.4) und (4.3) erhdlt man 1)

1 1
- (2n1+n0)(2k1+k0)
X, (k k) = ¥ Lx,(n .n) W . (4.5)
n°=0 n1=0
Darin kann eine Summation ausgeklammert werden, so daB (4.5) wie folgt dar—

gestellt werden kann

1 1
Xf(kl'ko) - Z (Z xo(nl.no) W§2k0n1)) wi2k1+k0)n0' (4.6)
n =0 n1=0

Aus dieser Gleichung 138t sich der Cooley-Tukey-FFT-Algorithmus fiir N=4 her-—

leiten. Zunachst betrachten wir die Summe in der Klammer

1
x1(ko'nc) = Z:xo(nl,no) w£2k0n1). (4.7)
n1=0

Durch Einsetzen aller modglichen Zahlenwerte fir k0 und n, erhalt man aus

(4.7) die folgenden Gleichungen:

x,(0.0) = x,(0.0) + x (1.0)W],
x,(0.1) = x,(0.1) + x0(1.1)wj,
x,(1,0) = x,(0.0) + x (1,0)%3,
x (1.1) = x,(0.1) + x0(1,1)wj. (4.8)

Die Uberfithrung in Matrixdarstellung ergibt

x,(0.0) 1 0 wj 0 x,(0.0)
0
xl(O.l) 0 1 0 W, x,(0,1)
= . (4’9)
2
xl(l.O) 1 0 W, 0 xo(l.O)
x, (1.1) 01 0 wj x,(1.1)
Entsprechend erh3lt man fiir die duBere Summe von (4.5)
1
— (2x1+k0)no
xz(ko,kl) —-Exl(ko,no)w4 . (4.10)
n°=0

1) Aus drucktechnischen Griinden werden Indizes der Exponenten

auf der (hochgestellten) Zeile geschrieben.
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oder in Matrixform

)
x,(0.0) 1w 0 x,(0.0)
2

x,(0.1) 1 w2 o o x,(1.0)
1

x2(1.0) 0 0 1 W4 xl(l,O)
3

xz(l.l) 0 0 1 W, xl(l.l)

Durch Einsetzung von (4.9) ergibt sich

xz(0.0) xO(O,O)
x,(0.1) x,(0.1)
= [T,][T,]
x,(1.0) x,(1,0)
x,(1.1) x,(1.1) (4.11)

Dabei sind die Matrizen [T ] und [T,]

1 W, o o 1 0 W o
1 ;o0 0 01 0 WS
(1,1 = . (t,] =
0 0 1 W, 1 0 wo
0 1 W 01 0 W

Aus (4.5)., (4.8), (4.7) und (4.10) folgt schlieBlich
X, (k, .k)) = x,(k .k ). (4.12)

Wie man durch Vergleich von gz(ko.kl) mit X (k, .k, ) erkennt, treten die Ko—

effizienten in der Bitumkehrreihenfolge auf.

Die Gleichungen (4.6) und (4.10) sind in sofern iterativ, als die zweite
Gleichung ausschliefllich die Ergebnisse aus der ersten Gleichung verwendet.
Wir stellen nun (4.6) durch den im Bild 4.4 abgebildeten SignalfluBgraph
dar. Dazu wird der Vektor der Objektdaten xo(nl.no) auf eine senkrechte Kno—
tenspalte auf der linken Seite des Graphen abgebildet. Eine zweite Spalte
beschreibt den nach (4.7) berechneten Vektor lx(ko‘no) und schlieBlich er-—
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h Einqab nach erster nach zweiter
nach tingabe Iteration Iteration

X(0) = M X,(0) =X¢(0)
X(1)

7> %51 = X(2)
X(2) Xo(2) = X¢(1)
X(3) hEw x;(3) Wi X2(3)=Xf(3)

Bild 4.4. FFT-SignalfluBgraph fir N=4, nach [2.1]

halt man den Vektor gz(ko.kl) = Kx(kx'ko) gemaf3 (4.12) an der rechten Seite

des Graphen.

Der Signalflufgraph beschreibt die Verarbeitung mit der faktorisierten
Transformationsmatrix (4.11). Jede Iteration des Graphen entspricht einer
Teilmatrix [Tx] mit i = 1,2,...,r. Fir N=2" hat man r Spalten aus jeweils N

Elementen.

Zur weiteren Erklarung der hierbei verwendeten Ausdrucksweise betrachten wir
(4.3) fir den Fall N = 2% = 8. Dann hat man folgende Binirdarstellungen fir

k und n:
k=4k+2k+k. n=4n+2n+n. k.n € {o,1¢, i =0,1,2.

Damit folgt aus (4.3)

1 1 1
xf(kg'kl'ko) =Z E Zxo(nz.nl'no) wg4k8#2kik0)(4n2+2n1+n0)‘ (4.13)
n,=0 n =0 n =0

Nun kann man (4.13) wie folgt umschreiben:

1
—_ 4kO0On2
xz(ko'nx'no) "23 xo(nz'nx'no)we "
nz=0

1
- 2k
x, (kg .k, .ng) =Y x (k.n .n Jwl2kisko)zal
n1=0
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Xo(n) X4 X2 X3(k) Xf(k)

w9 _‘,’f\ , A
o) AXIN A o e
w2 g )

X(6) Lo % S NX(6)
0 6 w3
X(7) W — w W e X(7)
1. Iteration 2. lteration 3'. Umordnung
Iteration

Bild 4.5. Cooley-Tukey-FFF-Signalflufgraph fiir N=8, nach [2.1]

1
— (4k2+2k1+k0)no0
xa(ka 'kx ‘ko) - Z xz(ko ’kx L )wa

n0=0

X, (k, .k, k) = X (k, .k, .k,).

Damit erh&lt man die gewlinschte Aufteilung in drei iterative Schritte (vgl.
den Signalfluf3graph Bild 4.5). Entsprechend ergibt sich z.B. der Signalflufi-
graph fir N=16 (vgl. Bild 3.5).

Neben dem hier dargestellten Algorithmus, der urspringlich von Cooley und
Tukey entwickelt wurde und nach ihnen benannt ist, gibt es eine Reihe von
Variationen dieses Algorithmus’'. Diese konnen sich in speziellen Anwendungs—

fallen als geeigneter erweisen.

Wie aus vorstehendem Beispiel ersichtlich, ist eine Bitumkehrung von k zur
Umordnung der Koeffizienten nétig. Man kann nun den Signalflufigraph aus Bild
4.5 derart modifizieren, daB die Eingangswerte in Bitumkehr-Reihenfolge und
die Ausgangsgroflen in der natiirlichen Reihenfolge auftreten. Wir verweisen
hierzu auf Abschnitt 3.4.3, in dem der Zusammenhang zwischen der Reihenfolge

der Eingangsdaten und der transformierten Daten durch "bit reversal”, d.h.
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Xo(n) X X, x3=X(k)  %,(n) X4 X, X3=X(k)

x(0) 3 A - X(0)
AL — “ P
x(2) = me
X(6)="— = 2X03)
x(1) X(4)

W0 WO
(S : X(5)

x(7)e —X(7)

(a) (b)

Bild 4.6. Cooley-Tukey—Signalflufigraphen: a) Eingangswerte in natirlicher
Reihenfolge, b) Eingangswerte in Bitumkehrreihenfolge, nach [2.1]

durch Vertauschen der Iterationsspalten im Signalflufgraph ganz allgemein
diskutiert wurde. Bild 4.6 zeigt die beiden Formen des Cooley—Tukey-Algo—
rithmus‘: Natiirliche Ordnung der Einginge (a) bzw. der Ausgiange (b).

Der Cooley-Tukey—Algorithmus wird in der Literatur oft als FFT-Algorithmus
mit Zeitdezimierung (decimation in time, DIT) bezeichnet. Zur Erlauterung
dieser Bezeichnung betrachten wir die folgende Aufspaltung der FFT in Daten

mit geraden und ungeraden Indexwerten:

— kn rkn
X (k) = T x(mW® + ¥ x(n)we".
n gerade n ungerade
Seien durch f(n) = x(2p) die gerade indizierten Werte von x(n) sowie durch

g(n) = x(2p+1) die Werte mit ungeraden Indizes dargestellt, d.h. n=2p fir

die erste Summe und n = 2p+1 fir die zweite. Dann haben wir

(N/2)-1 (N/2)-1
X{(k) = 2 x(2p)W:Pk + 2 x(2p+1)w}(‘2p+l)k.
p=0 p=0

Weil W: = exp(—j4r/N) = exp(-jen/(N/2)) = WN/Z. erhdalt man
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(N/2)-1 (N/2)-1
X (k) = ¥ x(:::p)w;‘/‘2 + w‘; Y x(2p+1)W;l/‘2
p=0
oder
F(k) + WSG(k) fiir 0 £ k £ (N/2)-1

X, (x)

1A
=
A
7
—

F(k-(N/2)) + W:G(k—(N/z)) fir (N/2)
Dabei sind F(k) und G(k) die DFT der Datensequenzen f(n) bzw. g(n).

Wegen W:*(N/z) = - W: kann man schreiben

F(k) + w;G(k) X, (k)
k =0.1,....(N/2)-1

F(k) - W:G(k)

Xf(k+(N/2)).

Dieses Verfahren wird rekursiv weiter durchgefithrt und ergibt schlieBlich

den Cooley—Tukey—Algorithmus mit

(N/4)-1 (N/4)-1
F(k) = Y 1(epWE5 + T f(2p+1)w$§”>k
p=0 p=0
(N/4)-1 (N/4)-1
= L tpwihwe o+ L 1(2p+1)WRh,
p=0 p=0
und
(N/4)-1 (N/4)-1
G(k) = Zo g(p)WEWE L+ L g(2pr)WEY,
p=

Die Bezeichnung “mit Zeitdezimierung” mifBte eigentlich lauten "mit Reduktion
der Abtastraten im Zeitbereich”. Der Begriff stammt also von der Anwendung

der DFT auf Zeitfunktionen.

Der Sande—Tukey—Algorithmus ist strukturell ahnlich aufgebaut. Im Gegensatz
zum Cooley—-Tukey—Algorithmus wird bei diesem der Frequenzindex k in gerade
und ungerade Werte aufgeteilt. Deshalb wird der Sande—-Tukey—Algorithmus hau-—
fig auch als FFT-Algorithmus mit Frequenzdezimierung (decimation in frequen-—
cy, DIF) bezeichnet. Der grundlegende Unterschied ergibt sich im Verlauf der

Herleitung:
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N-1 (N/2)-1 N-1
X, (k) =T x(m)We = T x(n)W5* + T x(n+(N/2))wfns (N2
n=0 n=0 n=(N/2)

(N/2)-1 (N/2)-1
= L x(n)W3* + T x(n+(N/2))Wi*

n=0 n=0

(N/2)-1

= T {x(n) + (-1)*x(n+(N/2))} W5*.
n=0

Nun werde k in gerade und ungerade Werte aufgeteilt. Dann erhalten wir

(N/2)-1
X,(2p) = L {x(n) + x(n+(N/2))} WinP
n=0
und (N/2)-1
X, (2p+1) = T ix(n) - x(n+(N/2))} WS"P WQ
n=0

mit

£(n) = x(n) + x(n+(N/2)).

g(n) = {x(n) - x(n+(N/2))} W_.

In dieser Weise wird die Aufteilung weiter fortgesetzt, wodurch sich
schlieBlich der Sande-Tukey—Algorithmus ergibt. Zwar verlduft die Berechnung
des Sande-Tukey-Algorithmus’ analog zu der fir die Zeitdezimierung, aber die
beiden Algorithmen unterscheiden sich in ihrer Philosophie doch deutlich
voneinander. Wie gezeigt, liegt der Unterschied darin, daB fir die Zeitdezi-
mierung der Laufindex im Objektbereich in gerade und ungerade Werte sowie im
Frequenzbereich in eine untere und eine obere Halfte eingeteilt ist, wahrend
fir die Frequenzdezimierung die Aufteilung umgekehrt ist. Bild 4.7 zeigt die

SFG der beiden Formen des Sande-Tukey—Algorithmus’.

Betrachten wir die Radix—2-Schmetterlinge {fiir die DIT-Form (decimation in
time) und die DIF-Form (decimation in frequency), so ergeben sich folgende

Grundoperationen:

DIT: X, (i) = x(i) + Wpkx(i+2"), Xf(i+21‘) = x(i) - W2kx(i+2"),
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Xo(n) X4 X3

X3=X(k)

LN T <&

X(0)
0

x(0)
x(1)\

o X(L)

x(Z)W —X(2)

x(3) ’ —>X(6) 7;

X (4:)¢ > —X(1) (1) = X (4)
x(5) - TX(6) x(S)= > 3X(5)
RZAN S0 SRR I o= I/AN &
x(7) - < —=X(T) x(T) = o AX(T)

(a)

Bild 4.7.

Sande—-Tukey—Signalfluf3igraphen:

(b)

a) Eingangswerte in natirlicher

Reihenfolge, b) Eingangswerte in Bitumkehrreihenfolge. nach [2.1]

DIF: X, (i) = x(i) + x(i+2h),

Xf(i+2"‘) = §x(i) - x(i+2b)} w;“,

Wenn man den DIT-Algorithmus ausgehend von Daten in natirlicher Reihenfolge
ausfithrt, mufl der Exponent der W: aus den Adress-Bits der niedrigeren Ord-
nung in BRO erzeugt werden. Dies

DIT-Algorithmus i.allg.

ist unzweckmidBig. Deshalb geht man beim
von Daten in umgeordneter Reihenfolge aus. Fir den

DIF-Algorithmus gilt genau das umgekehrte.

Beziiglich der Anzahl der auszufithrenden Operationen unterscheiden sich die
DIT- und die DIF-Formen nicht. Flir die Anzahl der komplexen Multiplikationen
bzw. Additionen erhilt man fiir die Radix—2-Version [3.9]

M = (N/Z)logzN, A_= N-log,N.
Eine komplexe Multiplikation kann man entweder durch 4 reelle Multiplikatio—

nen und 2 reelle Additionen oder durch 3 reelle Multiplikationen und 3

reelle Additionen ersetzen. Entsprechend erhdlt man
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M = 2N‘log2N. Ar= 3N~log2N.
bzw. M = (3N/2)-log2N. A= (7N/2)~log2N.

Die hier genannten Werte schlieBen auch triviale Operationen ein (z.B. Mul-
tiplikationen mit 1 oder j). Insbesondere fiir kleine Werte von N mag es vor—
teilhaft sein, diese auszuschliefen. In der Tabelle 4.2 sind die Anzahl der
Operationen gemdB den oben angegebenen Ausdricken mit 4 reellen Multiplika-
tionen und 2 Additionen je komplexer Multiplikation angegeben. Die einge—
klammerten Zahlen ergeben sich fiir den Fall von 3 reellen Multiplikationen
und 3 Additionen je komplexer Multiplikation sowie unter Fortlassung trivia—
ler Multiplikationen und optimaler Ausnutzung der Symmetrien trigonometri-

scher Funktionen.

Tabelle 4.2. Anzahl der reellen Multiplikationen und Additionen zur
Berechnung der komplexen FFT der Lange N {3.9]. [4.7]

N Radix-2 Radix—4 Split—Radix
Mult. Add. Mult. Add. Mult. Add.
16 128 192 36 164 20 148
(24) (152) (20) (148)
32 320 480 68 388
(88) (408)
64 768 1152 288 1128 196 964
(264) (1032) (208) (976)
128 1792 2688 516 2308
(721) (2504)
256 4096 6144 1728 5824 1284 5380
(1800) (5896) (1392) (5488)
512 9216 13824 3076 12292
(4360) (13576)
1024 20480 30720 9216 29696 7172 27652
(10248) (30728) (7856) (28336)
2048 45056 67584 16388 61444

(23560) (68616)
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4.2.2 Radix-4- und Split-Radix-Algorithmus fur die FFT

Wie im Abschnitt 3.4.1 ausgefithrt wurde. kann die Indizierung der Datenwerte
durch Primfaktoren oder durch Potenzen von nur einer Primzahl erfolgen. In
den bisherigen Abschnitten dieses Kapitels haben wir nur die Basis 2 be-—
nutzt. Wir wollen nun die Verwendung hoherer Radizes betrachten. Dabei in—
teressieren vor allem Potenzen von 2, da diese in der Signalverarbeitung

eine besonders wichtige Rolle spielen.

Zuerst befassen wir uns mit der Radix—4-FFT. Hierbei werden jeweils 4 Daten-—
werte miteinander verknipft (vgl. Bild 3.4(b)). Beim Vergleich mit einem
Radix—2-SFG erkennt man, daf eine Iteration des Radix—4—-Algorithmus’' zwei
Radix—2-Iterationen ersetzt. Das verlangt natiirlich eine andere Matrixfakto—
risierung und somit andere Drehfaktoren. Bild 4.8 illustriert diesen Sach—
verhalt. Hierbei ist ein Teilgraph aus dem SFG einer Radix—4-Sande—Tukey-FFT
angegeben. Abhangig davon in welcher Position und in welcher Iteration sich

dieser Teilgraph befindet, sind in den linken Knoten zusatzliche Drehfakto—

x(r+0) Wi X{r+0)

x(r+1) Ll X(r+2)

x(r+2) Wi X(r+1)
3r

x(r+3) X(r+3)

Bild 4.8. Teilgraph einer (DIF-) Radix—4-FFT, nach [1.3]
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ren notwendig. Der Vorteil eines Algorithmus’ mit hoherer Radix besteht in
der reduzierten Anzahl von Operationer, insbesondere von Multiplikationen
(vgl. hierzu Tabelle 4.2). Als Nachteil ist die Tatsache zu vermerken, dafl 4
Variable miteinander zu verknipfen sind, ehe sie (bei "in—place”—Verarbei-
tung) wieder zurickgespeichert werden konnen. Dazu sind verschiedene Zwi-—
schenspeicherungen und Aufrufe erforderlich, wodurch der o.g. Vorteil rela—
tiviert wird. Die beschriebene Tendenz setzt sich bei hoheren Potenzen der
Basis 2 fort (Radix-8, Radix—16). Allerdings fallen die Einsparungen an Re-—
chenoperationen immer bescheidener aus, wahrend der Aufwand an Speicherzu—
griffen stark ansteigt. Deshalb verwendet man in der Praxis kaum Algorithmen
mit hoherer Basis als 4. Eine Moglichkeit, die Vorteile der Radix—2- und der
Radix—4-Verarbeitung miteinander zu kombinieren, bietet der im folgenden be-

schriebene Algorithmus.

Der Split-Radix-FFT-Algorithmus (SR-FFT) [4.7], [4.8]. [4.9] beruht auf
einer einfachen Uberlegung: Es wird jeweils ein Radix—4-Algorithmus fir die
ungerade indizierten Werte der DFT benutzt und ein Radix—2-Algorithmus fir
gerade indizierten Werte. Der Algorithmus basiert auf folgenden Zerlegungen:

Wenn
N—-1
_ Kk
X, (k) =) x(n)wen
n=0

zu berechnen ist, wird dies zerlegt in

(N/2)-1
X, (k) =T ix(n)+x(n+(N/2))fw2kn
n=0

fir die geraden Terme, sowie

(N/4)-1
X, (4k+1) =) {[x(n)—x(n+(N/2)] — j[x(n+(N/4))-x(n+(3N/4)) 1} Wg wix"
n=0
und (N/4)-1
X, (4k+3) =) {[x(n)—x(n+(N/2)] + j[x(n+(N/4))-x(n+(3N/4))]} Wi™ wikn
n=0 (4.14)

fur die ungeraden Terme.

Die erste Iteration einer Split-Radix-Zerlegung mit Frequenzdezimierung er—

setzt eine N-Punkte-DFT durch eine (N/2)-Punkte-DFT und zwei (N/4)-Punkte—
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DFT. Die N-Punkte-DFT wird dann durch wiederholte Anwendung solcher Zerle-
gungen bis hin zur letzten Iteration ersetzt, fir die zus&dtzlich noch einige

der ublichen Radix—2-Schmetterlinge (ohne Drehfaktoren) benctigt werden.

Da man i. allg. beabsichtigt, den Split-Radix—Algorithmus "in—-place” fur
reelle Daten durchzufithren, braucht man eine schematische Darstellung, wie
sich der Algorithmus in verschiedenen Iterationen verhilt, sowie eine Uber-—
sicht iber die Speicherplatze in denen die Zwischenergebnisse abgespeichert

werden.

Der FluBlgraph fir den Algorithmus hat die Struktur einer Radix—2-FFT mit
Ausnahme der Anordnung der Drehfaktoren. Tatsachlich ist es gerade die An—
ordnung der Drehfaktoren., die den Algorithmus so wesentlich unterschiedlich
von den anderen macht. Der L-formige SR-FFT-Schmetterling verlegt die Be—
rechnung der obere Halfte des SFG um eine von r Iterationen nach vorn, wah—
rend in der unteren Halfte (&hnlich wie beim Radix—-4-Schmetterling) zwei

Iterationen als eine berechnet werden. Das Bild 4.9 zeigt dies deutlich.

Im Gegensatz zu anderen Algorithmen, wie z.B. zu den Cooley—Tukey-FFT-Algo—
rithmen oder den Primfaktor—Algorithmen, arbeitet der Split-Radix—FFT-Algo—
rithmus nicht Iteration nach Iteration indexweise ab. Statt dessen berechnet
die erste Iteration zwar immer N/2 Schmetterlinge und die zugehdrigen Dreh-

faktoren. Die nachste Iteration operiert aber nur auf N/2 Datenpunkten, weil

X{0)

X{1)+X1(3)

Bild 4.9. Schmetterling des
Split-Radix—Algorithmus’,
X(N—mmm Mo [X(0) =X (2 -} (X(1)-X (3 IW3K nach [4.7]
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die L-formigen Schmetterlinge der ersten Iteration schon die Halfte der
zweiten Iteration berechnet haben. Nur der verbleibende Teil dieser Itera-

tion wird mit der nachsten Iteration berechnet.

Ein FORTRAN-Programm, das eine solche Indizierung benutzt, ist im Anhang von
[4.9] angegeben. Als Beispiel eines Split-Radix—SFG illustriert Bild 4.10
eine FFT der Lange N=32.

Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3 Stufe 4 Stufe 5
0] [ ] 0
1 2 4 8
2 4 8 4
3 6 12 12
4 8 2]
5 10 10 |
6 12 6 ]
7 14 | 14 |
8 1 1
9 5 9 |
10 5
11 13 13 ]
12 3 3
13 7 11
14 11 7
15 15 15 ]

Bild 4.11. Speicherbelegung beim Split—-Radix—Algorithmus, nach [4.7]

Wir erléautern nun den Split-Radix—Algorithmus fir komplexe Daten. wofiir Bild
4.11 die Speicherbelegung einer 16-Punkte-FFT zeigt. Dieser Algorithmus kann
wie folgt kommentiert werden: Iteration 1 wendet Schmetterlinge auf einen
Block der Liange N an. Dieser Block dient zur Berechnung aller transformier—
ten Datenwerte X!(k) (k = 0,1,...,15). Nach dem ersten Schritt haben wir nun
einen Block der Lange N/2, der zur zweiten Iteration gehért, aus dem die ge—
raden Punkte X‘(2k) (k = 0,1,....7) berechnet werden, sowie zwei Bldcke der
Lange N/4. die zur 3. Iteration gehéren und fiir die Berechnung von X‘(4k+1)
(k = 0.1....,3) benutzt werden. Dies fithrt zu der L-Form des Schmetterlings—
diagramms (vgl. Bild 4.9), das eine N-Punkte-DFT durch eine (N/2)-Punkte-DFT
und zwei (N/4)-Punkte-DFT ersetzt.
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Wenn der Split—-Radix—-Algorithmus fir reelle Daten verwendet wird. ist der
gesamte Block in Iteration 1 reell. AuBerdem wird ein Block der Lange N/2 in
der dritten Iteration erzeugt, der ebentalls reell ist. Die beiden anderen
Blocke der Lange N/4 in der dritten Iteration sind jedoch komplex.
§Xf(4k+3)§ braucht nicht berechnet zu werden, so daB die entsprechenden
Speicherplatze im SFG zum Speichern des imaginaren Teils bei der Berechnung
von fX‘(4k+1)§ verwendet werden kodnnen. Dieser ProzeB wird wiederholt, bis

die gesamte Transformation durchgefiihrt ist.

Wir diskutieren nun die Komplexit&t des Split—Radix—Algorithmus’ fir kom—
plexe Daten. Da der Split-Radix—Algorithmus eine Kombination des Radix—2-
und des Radix—4—-Algorithmus’ ist, vermutet man, daB seine arithmetische

Komplexitat zwischen den Komplexitaten von Radix—2 und Radix—4 liegen wird.

Tatsachlich ist die Anzahl der Multiplikationen und Additionen noch niedri-

ger als die des Radix—4-Algorithmus’.

Wir bezeichnen die Anzahl der zur Ausfiihrung der komplexen 2" —-Punkte-FFT mit
dem Split-Radix-Algorithmus benttigten Multiplikationen mit M_(r) und die
der Additionen mit Ac(r). Damit erhalt man aus (4.14)

M_(r) =M_(r-1) + 2'M_(r-2) + 3-(27° ') - 8.

Mit den Anfangsbedingungen M_(1)=0. M_(2)=0 wird

Mc(r) =27 (r-3) + 4.

Ohne Beriicksichtigung der Anzahl der erforderlichen Additionen zur Ausfih-
rung der komplexen Multiplikationen ergeben sich die ibrigen als r-27*!
weil ein neuer Punkt in jeder der r Iterationen durch eine komplexe Addition

erzeugt wird. Damit ergibt sich
A(r) = r-2v+t 4 M (r) =327 (r-1) + 4,

denn die Anzahl der zur Berechnung eines komplexen Produktes bendtigten
reellen Additionen ist gleich der Anzahl der Multiplikationen. Tabelle 4.2
stellt die Anzahl von Multiplikationen und Additionen fir einige bekannte
Algorithmen zusammen [4.7].
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Es ist bemerkenswert, daB die Anzahl der Drehfaktoren beim Radix—2-, Radix—
4— und beim Split—-Radix—Algorithmus gleich groB3 ist. Trotzdem bendtigt der
Split—Radix—Algorithmus die geringste Anzahl von nicht-—trivialen Multiplika—
tionen. Eine Betrachtung der klassischen Algorithmen wie z.B. Radix—2 und
Radix—4 zeigt, daB alle diese Algorithmen einschlieBlich des Split-Radix—Al-
gorithmus’ unter Verwendung des gleichen, auf Radix—2-Schmetterlingen basie—
renden SFG implementiert werden. Daher kann der Split-Radix—Algorithmus als

zur gleichen Klasse von Algorithmen gehdrig angesehen werden.

Hier stellt sich die Frage, ob es moglich ist, die Komplexitat durch die Be—
rechnung der ungeraden Teile der DFT mit einem noch héheren Radix zu verbes—
sern. Verschiedene Zerlegungen sind untersucht worden, jedoch wurde keine
gefunden, die besser als der (2/4)-Algorithmus ist [4.7]. Man kann deshalb
vermuten, daf3 die Abarbeitung durch separate Radix—2- und Radix—4-Schmetter—
linge fur die geraden bzw. die ungeraden Teile der DFT fiir diese Klasse von

Algorithmen die Anzahl der Multiplikationen auf ein Minimum reduziert.

In [4.7] wird die Anzahl der Multiplikationen und Additionen beim Split-Ra—
dix—Algorithmus mit denjenigen einiger anderer kiirzlich entwickelter Algo—
rithmen [4.10]., [4.11], [4.12] verglichen. Da die diskrete Cosinus-Transfor—
mation (DCT) als eine Abwandlung der DFT angesehen werden kann, ist der

Split—Radix-Algorithmus auch bei der Berechnung der FCT anwendbar.

Wenn der Split-Radix-Algorithmus zur Berechnung der DFT eines reellen Daten—
satzes verwendet wird. sind Xf(k) und X,(N—k) konjungiert komplex. Es ist
deshalb nutzlos, sowohl ixf(4k+1)$ als auch §Xf(4k+3)§ zu berechnen, weil
X,(4k+3) = Xf(N—(4k+1)) = X;(4k+1) gilt. Diese Beobachtung erlaubt die Be—
rechnung der arithmetischen Komplexitat des Split—-Radix—Algorithmus’ fiir
reelle Daten. Hierbei wandelt man gem3B (4.14) eine reelle DFT der Lange 2F
in eine reelle DFT der Linge 27!, um X,(2k) zu gewinnen, und eine komplexe

DFT der Lange 2772 um X‘(4k+1) zu gewinnen. Die Kosten betragen
3-(2°7%-2)+2 reelle Multiplikationen
und 3 (277%-2)+2 reelle Additionen (wegen der Drehfaktoren),

plus 27 Additionen.
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Nun kann man die Anzahl der reellen Multiplikationen Mr(r) und die Anzahl

der reellen Additionen Ar(r) einer reellen 2°-DFT als
M_(r) = 27" (r-3) + 2 = M_(r)/2

bestimmen. Die Anzahl der reellen Additionen ermittelt man als

A (r) =A_(r-1) +A_(r-2) + 27 +3-277% — 4 = A _(r-1) + 277%-(3r-2).

Mit A (1) = 2 erbdlt man A (r) =277 (3r-5) + 4 = A_(r)/2 — 2" + 2.

4.2.3 Primfaktor-Algorithmus fir die DFT

Von einem Ubergeordneten Standpunkt aus betrachtet, handelt es sich bei den
im Abschnitt 4.2.1 dargestellten Algorithmen um die einfachsten Sonderfalle
eines allgemeineren Prinzips. Das manifestiert sich in der Darstellung der
Indizes n und k. Eine Verallgemeinerung von (4.4) lautet fir N=4

n = Non1 + N1no k = Nok1 + leo mit NON1 = N.

Im Fall des Cooley-Tukey—Algorithmus' handelt es sich um einen Radix—2-Algo—
rithmus, bei dem N, = 2' und N = 2° ist.

Beim Primfaktor—Algorithmus sind N1 und N2 teilerfremd. Damit kann man Algo—
rithmen fir N # px Abtastwerte konstruieren“(p Primzahl, i=1,2,3,...). Der
Ausdruck Primfaktor—Algorithmus bezieht sich also auf die Verwendung von
teilerfremden (relative prime) Faktoren N1 fir die Darstellung der Indizes n

und k (vgl. Abschnitt 3.4.1).

Es gibt zwei Formen von Algorithmen, die diese Darstellung benutzen, namlich
der in diesem Abschnitt beschriebene Primfaktor—Algorithmus (PFA) und eine
verschachtelte Version, die Winograd-Fourier-Transformationsalgorithmus

(WFTA) heifst und im Abschnitt 4.2.4 behandelt wird.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird der PFA hier fiir ein Beispiel mit 2
Faktoren N, -N,= N entwickelt [3.8]. Fir die Indizes im Objekt— und im Fre—
quenzbereich schreiben wir (vgl. Abschnitt 3.4.1)
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n =< C1n1+C2n2 > und k =< C3k1+C4kz >pt

wobei <z> = z mod N ist (vgl. Abschnitt 3.2).
Fiir eine eindeutige Indizierung missen die Bedingungen

C. = a~N2 und C2 = b-N1 sowie C_ = c~N2 und C4 = d-N

1 3 1

erfillt sein. Dabei sind a und N1 sowie ¢ und N1 bzw. b und N2 sowie d und

N, teilerfremd (a,b.c,d sind natiirliche Zahlen).

Die Bedingungen fiir die gegenseitige Entkopplung der Module ist (vgl. Ab—
schnitt 3.4.1) <C1C4>N = 0 und <C2C3>N = 0. Eine DFT mit den Summenlangen N1

und N2 verlangt auflerdem <C1C3>N = N2 und <C2C4>N = Nz‘

Ein Koeffizientensatz, der diese Bedingungen erfillt, ist [3.8]

a=b=1 (4.15)
und C, =N <NZ!'>  und C, =N N[> . (4.16)
Dies fihrt zu einfachen Koeffizienten fiir die Objektindexbezeichnung und zu
etwas komplizierteren fir die Frequenzindexbezeichnung. Diese Frequenzindi-

zierung benutzt das Chinesische Rest-Theorem (vgl. Abschnitt 3.2). Das Er-

gebnis der Auswahl von Koeffizienten in (4.16) fihrt zu

Es sind auch andere Indizierungen moglich, jedoch werden bei dieser Wahl C1
und C2 als Folge von (4.15) so klein wie moglich. Die beiden Indizierungen
gemaf3 (4.15) und (4.18) ergeben sich dann als

n = <N2nl + N1n2>n und k = <C3k1 + C4k2>N. (4.17)

Mit (4.8) wird beispielsweise

Cs = 2~N2 und C4 = 2~N1.
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Fur die DFT schreiben wir dann 2)

N,-1 N -1

X, (k .k,) = b Y x(n,.n,) w;t‘“ w;i“. (4.18)

n2=0 n1=0

Gleichung (4.18) illustriert die Tatsache, daB die Methoden der FFT letzt-
lich auf der Uberfﬁhrung in mehrdimensionale Transformationen beruhen. Der
PFA mit 2 Faktoren gemaB (4.18) ist eigentlich eine 2D-Transformation der
Langen N1 und N, . Es ist bemerkenswert, daf durch Benutzung teilerfremder
Faktoren N1 und N2 eine vollstandige Entkopplung der Summationen erreicht
wird. Deshalb kann die Reihenfolge der Summen vertauscht werden. Falls die
Nx gemeinsame Faktoren enthalten (was natirlich auch bei den Radix—p-Trans-—
formationen der Fall ist), entstehen sog. Twiddle-Faktoren. Das sind Multi-
plikatoren der Form W:Lk] mit i#j. In diesem Fall ist keine Entkopplung der

Summationen gegeben und somit keine Vertauschung méglich.
Als Beispiel eines PFA mit zwei Faktoren betrachten wir N1 = 3 und N2 = 5.
Mit N = 3-5 = 15 hat man aus (4.17)
n= (5 +3n, ) mod 15 und k = ( 10k, + 16k, ) mod 15,
wobei nl.k1 =0.1.2 und n,.k, = 0.1,2,3.4.

Damit erhidlt man die zweidimensionale Abbildung der Indizes wie in Tabelle
4.3 auflistet. Eine symbolische Darstellung der beiden entkoppelten Module
zeigt das Bild 4.12.

Wenn die Lange N durch drei teilerfremde Faktoren N = N NN, gegeben ist,
wird die Objektindexbezeichnung
n =< NzNan1 + NxNanz + NlNan

3 >N'

2) Aus drucktechnischen Griinden werden Indizes der Exponenten

auf der (hochgestellten) Zeile geschrieben.
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Tabelle 4.3. PFA-Indexdiagramme fir N1= 3 und N2= 5

n, 0 1 2 3 4
ny
0 0 6 9 12
1 5 8 11 14 2 mod 15
2 10 13 1 4
n, 0 1 2 3 4
ny
0 ] 6 12 3 9
1 10 1 7 13 4 mod 15
2 5 11 8 14

Bild 4.12. Module der Primfaktor-FFT mit zwei Faktoren, nach [3.8]
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Die zugehorige DFT wird dann wie folgt geschrieben

N3—1 Nz—l Nl—l

= nik! wn2k2 wnak3
Xf(kl'kz'ka) =X z )2 x(n‘.nz.na) Yoo Yae o Waao-

n,=0 n,=0 n =0

Vier Faktoren wirden vier verschachtelte Summationen ergeben, etc. Die Sum—

menbildung kann in beliebiger Reihenfolge aufgefiihrt werden.

Wie die oben ausgefiihrten Beispiele zeigen, bendtigt man fiir die Implemen—
tierung eines PFA i.allg. mehrere “kurze” Module, deren Langen den
Primfaktoren Ni entsprechen. Derartige kurze Module sind in der Literatur
angegeben (z.B. [2.2]). Wir zeigen hierzu ein Beispiel, ohne jedoch eine Li-
ste der kurzen Module anzugeben. Es sei N=12, dann bieten sich die Module
mit N =3 und N,=4 an. (Korrigierte) Algorithmen aus [2.2] ergeben die SFG
gemaf3 Bild 4.13. Ihre Kombination fir N=12 ist im Bild 4.14 zu sehen.

Wie die Bilder 4.13 und 4.14 deutlich machen, ist auch beim PFA eine "in—
place”-Berechnung moglich, allerdings unter Aufwand von erheblich mehr

(schwach besetzten) Iterationen als beim Radix—2-Algorithmus.

Die Anzahl der reellen Multiplikationen und Additionen fir den Primfaktor-
Algorithmus 1aBt sich aus den entsprechenden Zahlen der kurzen Module (s.

x(0) !

X(0)
2n,._3
xmyﬁg; zﬁ\\ Xt1)
N Lot Xxm

(a)

x(0)
x(1)
x(2)
x(3)

Bild 4.13. PFA-Module: a) N=3,
b) N=4, nach [2.2]
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Bild 4.14. PFA-SFG fiir N=12, nach [2.2]

Tabelle 4.4. Anzahl der reellen Multiplikationen und Additionen
fir PFA-Module der Lange N von reellen Daten (fir komplexe Daten

zu verdoppeln) [3.8]

N 2 3 4 5 8 11 16
Multiplikationen 0 2 0 5 2 20 10
Additionen 2 6 8 17 26 84 74

Tabelle 4.5) berechnen. In der ersten Iteration eines PFA mit vier Primfak—
toren gibt es N NN, DFT mit der Linge N , die die (N4N3N2)—£ache Anzahl von
Additionen und Multiplikationen einer DFT der Lange N1 aus Tabelle 4.4 ha-—
ben. Hinzu kommen die entsprechenden Anzahlen fir die anderen drei DFT.
Einige Beispiele (fiir komplexe Daten) sind in Tabelle 4.5 angegeben. Die Ta-—
belle zeigt, daB der PFA bei geeigneter Wahl der Module gegeniiber den Radix-—

p—Algorithmen betrachtliche Einsparungen an Multiplikationen erlaubt.
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Tabelle 4.5. Anzahl der reellen Operationen fir eine komplexe

Vier—Primfaktor-FFT [3.8]

N = N X N,X N,X N, Multiplikationen Additionen

6 =2 3 1 1 8 36

12 =4 3 1 1 16 96
20 = 4 1 1 5 40 216
30 =2 3 1 5 100 384
63 = 1 7 9 1 284 1236
22 =4 9 7 1 1136 5952
504 =8 9 7 1 2524 13164
1008 =16 9 7 1 5804 29100
2%20=8 9 7 5 17660 82956

4.2.4 Winograd-Algorithmus

Im Jahre 1976 verdoffentlichte Winograd einen neuen Algorithmus zur effizien—
ten Berechnung der DFT, der erheblich weniger Multiplikationen als die tra-
ditionelle Cooley-Tukey-FFT bendtigt. jedoch unter Aufwand von mehr Additio—
nen. Der Algorithmus verwendet die Primfaktor—Indexbezeichnung fiir das Indi-
zieren und benutzt die zyklische Faltung fir die kurzen DFT-Module. Die Ope-—
rationen werden so umgeordnet, daB die Multiplikationen vom Algorithmus
zwecks Reduktion ihrer Anzahl zusammengefaft werden koénnen. Der Winograd-—
Fourier—-Transformationsalgorithmus (WFTA) ahnelt dem oben beschriebenen PFA,
jedoch mit Verschachteln der Multiplikationen.

Um den WFTA wirksam zu benutzen, ist es notwendig. mehr von der Theorie die—
ses schnellen DFT-Algorithmus’' zu verstehen als es fir den PFA notig war
[3.8]. Die Idee ist, aus dem Datenvektor der Lange N durch einfache Additio—
nen eine Menge von M 2 N Zwischenvariablen zu bilden. Diese werden dann mit
Konstanten multipliziert, die aus einer Kombination des reellen und des
imagnaren Teils der WN in der DFT abgeleitet werden. Diese N Produkte werden
schlieBlich durch einfache Additionen kombiniert, um die N Werte der DFT zu

erzeugen. Man beachte die Folge von Additionen, Multiplikationen und Addi-
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Bild 4.15. Module des WFTA mit verschachtelten Multiplikationen, nach [3.8]

tionen im Bild 4.12, sowie die Aufbladhung der Zwischenvariablen (M > N).
Diese Strategie wird auch als die Kolba—Parks—Version des WFTA bezeichnet

[4.13].

Der Weg. eine DFT iiber eine Faltung zu ermitteln, erscheint zunachst unge—
wohnlich. Es kann jedoch sogar zweckmdfBig sein, diese Faltung ihrerseits
iber eine DFT (unterschiedlicher Lange!) zu berechnen. Fir die Technik
hierzu verweisen wir auf die einschlédgige Literatur [2.2]. [3.9] und [4.14].
Die Algorithmen erfordern die Berechnung einer Transformationsmatrix [T]

X, = [T)-x = [C][B][A] x.

wobei [C] eine (NxM)-Matrix, [A] eine (MXN)-Matrix und [B] eine (MxM)-Diago—
nalmatrix ist. In den o.g. Buchern (z.B. [3.9]) findet man diese Matrizen

fir praktisch interessant Werte von N.

Der WFTA benutzt die gleiche Indexbezeichnung wie der PFA. Die Lange der Mo—
dule N sind Primzahlen oder Potenzen von Primzahlen. Der WFTA ist deshalb
gut geeignet wenn N prim ist. Diese sog. "kurzen” Module konnen zu "p—dimen—

sionalen” Transformationen der Lange
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zusammengesetzt werden, wobei durch Verschachteln nochmals Multiplikationen

gespart werden.
Die entkoppelte DFT-Form mit 2 Modulen ist

N,-1 N -1
k 2k2
X, (k .k,) = DD x(n .n,) w;; ! LA
n2=0 n1=0

Wir weisen darauf hin, daB die innere Summe eine Menge identischer DFT der
Lange N, entlang den N, Zeilen einer Anordnung x(nl,nz) ist (vgl. auch Ab—
schnitt 5.2). Die duBere Summe ist eine Menge von DFT mit den Langen N, ent-
lang den N1 Spalten einer Anordnung von Zwischenergebnissen, die eine Funk-
tion von (k1'nz) sind. Von Winograd wurde gezeigt. daf3 diese Operationen in
beliebiger Reihenfolge durchgefihrt werden konnen. Wenn die kurzen DFT-Mo—
dule in drei sequentiell anzuwendende Operatoren faktorisiert werden, benc—
tigen sie einen Additionsoperator, anschlieflend einen Multiplikationsopera—
tor und zuletzt einen weiteren Additionsoperator. Diese Operationenfolge ist
im Bild 4.12 illustriert. Der breitere Teil in der Mitte der Blocke deutet
an, dafB die Anzahl der Multiplikationen im allgemein grofer als die Anzahl
der Datenpunkte ist. Unter Verwendung der Moglichkeit zur Umordnung von Ope-—
rationen konnen die Multiplikationsetappen benachbart angeordnet werden, wie

es im Bild 4.15 beispielhaft gezeigt ist.

Bei der Durchfithrung werden die Variablen nicht (wie sonst iiblich) zwischen
zwei Iterationen zuerst mit einer Konstanten und dann mit anderen Variablen
multipliziert. Stattdessen werden die beiden Multiplikations—Stufen in eine
Stufe von Multiplikationen der Variablen mit Konstanten zusammengefaf3t. Die
Multiplikationen der Variablen konzentrieren sich in der Mitte des Algorith—
mus’. Diesen Vorgang nennt Winograd “Verschachteln” (nesting). Er ist ent-—

scheidend fiir die geringe Anzahl von Multiplikationen im WFTA.

Man beachte, daB die Struktur des Additionsoperators eine Aufblahung von Da—
ten in der Mitte des Algorithmus’' verursacht. Diese Aufbldhung ist ein

Hauptproblem bei der Ausfihrung des zentralisierten WFTA, da sie eine di-
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rekte Operation mit Ersetzung (”in-place”) verhindert und eine Zunahme der
Anzahl der Additionen und der abzuspeichernden multiplikativen Konstanten

zur Folge hat.

Die Anzahl der Multiplikationen und Additionen ist aus der Tabelle 4.6 zu
ersehen. Sie unterscheidet sich von Tabelle 4.4 fir den PFA umso mehr, je
gréfier N wird. Der WFTA erlaubt die gleichen Transformations—Langen N wie
der PFA, aber die Anzahl von Multiplikationen ist kleiner und die Anzahl der
Additionen groBer. Die Wirksamkeit des PFA hangt von der der individuellen
Module ab. Es muB nochmal betont werden, daB eine einfache Zahlung von Ope—
rationen kein Gesamtbild fiir die Auswertung von Algorithmen ergibt. Der WFTA
bendtigt mehr Indexberechnungen als der PFA. Die Datenaufbldhung verhindert
die "in—place”—-Berechnung und die Zentralisierung der Multiplikationen ver—
ursacht eine viel groBere Anzahl von abzuspeichernden Multiplikationsfakto—

ren als fir den PFA.

Bei modernen Vektorrechnern (z.B. Cray und IBM 3090) werden Multiplikationen
Uberlappend mit Additionen ausgefithrt und bendtigen keinen zusatzlichen
Zeitaufwand. Da der WFTA keine Kommutativitat erfordert, kann die Transfor-
mationsmatrix in Blocke aufgeteilt und parallel bearbeitet werden. Dadurch

kann die Gesamtzahl der Operationen reduziert werden.

Tabelle 4.6. Anzahl der reellen Operationen fiir einen komplexen

Vier-Faktor-WFTA [3.8]

N = NIX NZX NSX N, Multiplikationen Additionen
30 =2 3 1 5 68 384
63 =1 9 7 1 196 1394
126 = 2 9 7 1 392 3040
252 = 4 9 7 1 784 6584
504 = 8 9 7 1 1572 14428
1008 =18 9 7 1 3548 34416
2520 = 8 9 7 5 - 9492 99068 .
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Bild 4.16. WFTA fir N=12, nach [2.2]

Die Effizienz des WFTA beruht auf zwei MafBnahmen: (1) Einer Verschachtelung,
derart, daB Multiplikationen zusammengefaft werden konnen, und (2) einer Be-
rechnung der Module mit Hilfe der zyklischen Faltung und des CRT. Wir ver-
weisen hierzu auf [2.2], [3.9] und [4.14] bis [4.16]. Um die Verschachtelung
der Multiplikationen zu demonstrieren, betrachten wir eine FFT mit N = NI‘N2
= 3-4 = 12 Datenwerten unter Verwendung der SFG von Bild 4.13 und Bild 4.14.
Wie der im Bild 4.16 dargestellte SFG zeigt, kann man durch Umordnung und
Zusammenfassung die Anzahl der nicht-trivialen Multiplikationen von 12 auf 8
reduzieren. Es sei jedoch nochmals betont, daRB sich die Effizienz des WFTA
erst fir grofere Transformationslangen und in Verbindung mit den anderen ge—

nannten MafBnahmen bemerkbar macht.

4.2.5 Berechnung der DFT aus Walsh-Koeffizienten

In diesem Abschnitt stellen wir einen Algorithmus vor, mit dessen Hilfe die
DFT-Koeffizienten aus Walsh-Koeffizienten berechnet werden kdénnen [4.17],
[3.2]. Dieses Verfahren der Walsh-Fourier-Transformation (W-FT) ist zweckma-—
Big, wenn die Walsh-Koeffizienten bereits bekannt sind, bzw. wenn nur wenige

Fourier-Koeffizienten zu berechnen sind.
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Die diskreten Walsh—-Funktionen wurden im Abschnitt 2.4 eingefilhrt und mit
Wal(k.n) bezeichnet. Wie dort dargestellt wurde. konnen die Walsh-Funktionen
in gerade (Cal-) und ungerade (Sal-) Funktionen eingeteilt werden. Mit den

nach Sequenzen geordneten Walsh—Funktionen hangen diese wie folgt zusammen
Walw(ZS—l,n) = Sal(s.n), Walw(ZS.n) = Cal(s.n),

wobei s die Sequenz bezeichnet. Das Bild 2.7 stellt die Menge der ersten
acht Walsh—-Funktionen in Vergleich mit den entsprechenden Sinus— und Cosi-
nus—Funktionen dar. Eine Betrachtung dieses Bildes zeigt., daB es zu jeder
Walsh-Funktion einer gewissen Sequenz eine trigonometrische Funktion mit

einer entsprechenden Frequenz gibt.

Wir betrachten zunadchst ein einfilhrendes Beispiel mit N=8. Wenn die Sequenz—
ordnung der diskreten Walsh-Funktionen benutzt wird, laft sich die Walsh-Ma-
trix [HW(S)] in der folgenden Form reprasentieren (vgl. Abschnitt 2.4):

[ Wal(O.n) ] [1 1 1 1 1 1 1 1
Sal(1.n) 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
cal(1.n) 1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
Sal(2.n) 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1

(H,(3)] = = . (4.19)

Cal(2.n) 1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
Sal(3.n) 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1
Cal(3.n) 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1

| Sal(4.n) | |1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 |

Fir ein Signal x(¥) konnen die Abtastwerte durch Auswahl eines ersten Ab—

tastpunktes U, = 7/8 und des Abtastintervalls 27/8 erzeugt werden (4.17]

3
X(Ui) = a + Z:[akcos(kﬂi) + bksin(kﬂi)] + b4sin(40x).
k=1
mit V¥ = (47i/8) - (r/8), und i =1.2,....,8.

1

Wenn x, ein Spaltenvektor der Ordnung 8 ist, der die Abtastwerte enthalt,
kann die DWHT der abgetasteten Daten als
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_ (4.20)
X,, = [H,(3)] x,
dargestellt werden.
Die Substitution (4.19) in (4.20) ergibt
[ ] I ]
Xw(O) a,
X, (1) Y b + Y,b
xw(z) Ya - Y,a,
X, (3) (1A2)b,
_ _ (4.21)
Kwe - -
X, (4) (1A/R)a,
X, (5) ~Y,b + Y a,
Xw(6) Y,a, + Y a,
x| Lo,

mit Y = (1/4){cos(9,) + sin(Y;) +V2 cos(v))}.
Y, = (1/4)icos(¥,) — sin(¥,) +VZ sin(ﬁo)i.

In (4.21) sind die Fourier-Koeffizienten a . b, unbekannt. Um a und b, zu

bestimmen, schreibt man (4.21) um:

a, X,(0)
b1 1,30656 Xw(l) - 0.54120 Xw(5)
a, 1,30656 Xw(2) + 0,54120 Xw(G)
b, 1,41421 X (3)
= ) (4.22)
a, 1.41421 X (4)
b, 0.54120 X (1) + 1,30656 X, (5)
a, -0,54120 Xw(2) + 1,30656 XW(G)
b, | X, (7) J

Gleichung (4.22) zeigt, wie die Fourier-Koeffizienten aus den Walsh-Koeffi-
zienten berechnet werden konnen. Zuerst werden die Walsh—-Koeffizienten Xw(k)
durch die DWHT berechnet und dann werden die Fourier—Koeffizienten a, und bk

durch Substitution von X (k) in (4.22) gewonnen.
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Wir betrachten nun den allgemeinen Fall mit N = 27. Die Abtastwerte x(ﬂi)

konnen wie folgt beschrieben werden. Aus ihnen ist dann ein Spaltenvektor X,

fir die Abtastwerte zu erzeugen:

(N/2)-1
x(ﬁi) =a  + } Z:(akcos(kﬂi) + bksin(kﬂi)) o+ bN/zsin(ﬂxN/Z).
k=1
mit 01 = (4ri/N) - n/N und i =1.,2,...,N.

Die Walsh-Matrix [H (L)] kann durch geeignete Abtastung der Funktionen
walw(k.t) erzeugt werden (vgl. Abschnitt 2.4). Aus x_. und [HW(L)] kann der

Vektor der Walsh-Koeffizienten Xw(k) berechnet werden

N

X,y = [H,(L)] x,. (4.23)
Die Fourier—Koeffizienten a, und bk folgen dann aus (4.22).

Wie im vorstehenden Beispiel fir N=8 gezeigt wurde, kann dies durch Ldsen
eines Gleichungssystems mit N Unbekannten erfolgen. Ein solches Verfahren
ware jedoch fir grdfere N ausgesprochen rechenaufwendig. In [4.17] und [3.2]
wird gezeigt, wie die Fourier-Koeffizienten als gewichtete Summen von Walsh-
Koeffizienten berechnet werden kdnnen. Wir verzichten hier auf die Herlei-
tung der Ausdriicke fir die Konvertierungsfaktoren und geben stattdessen ein

Beispiel an.

Zu berechnen seien die a, und bk mit k = 1,2,...,(N/2)-1. Hierzu schreibt

man beide Groflen als gewichtete Summen der Walsh—Koeffizienten Xw(k):

a, =2 C(k.i)X, (k). b =% S(k.i)X (k).
i i
Dabei wird k als Produkt einer Potenz 23~ ' und einer ungeraden Zahl (2q-1)
dargestellt: k = 237'(2q-1), mit j. q = 1.2,.... Die natiirliche Zahl
15iSz(k) ist begrenzt durch z(k) = N/2!¢¥)*! per Zusammenhang zwischen den
naturlichen Zahlen k,j und q ist fir kS16 in Tabelle 4.7 angegeben. Fir vor-—
gegebenes k findet man also j und z. Die Gewichtsfaktoren C(k,i) und S(k.i)

ermittelt man dann aus



111

Tabelle 4.7. Beziehung zwischen k, q und j: k = 2!7'(2gq-1) [4.17]

k q ] k q )
1 1 1 9 5 1
2 1 2 10 3 2
3 2 1 11 6 1
4 1 3 12 2 3
5 3 1 13 7 1
6 2 2 14 4 2
7 4 1 15 8 1
8 1 4 16 1 5
cos(kﬁz(k))
cos(kﬁz(k)_l)
Ck.i) = (XN [H_ ],
| cos(kﬁl)
und
[ sin(kﬂz(k))
sin(kﬂz(k)_1)
S(k.i) = (212N (H, () 1
| sin(kY,)

Dabei bezeichnet [H ]x die i-te Zeile von [H _

z (k) (k))'

Mit diesen Konvertierungsfaktoren konnen die Fourier-Koeffizienten als ge—
wichtete Summen der Walsh-Koeffizienten angegeben werden:
z(k)

a = Z: C(k.i)Xw (i.zj(k)+l_ zl(k)).
i=1

z(k)
b= Y S(k.i)X, (i-210)*1-210)_p),
i=1
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Als Beispiel zeigt Tabelle 4.8 die Werte des Faktors S(k,i) fir N=2®. Man
beobachtet, daB einige der Faktoren sehr klein sind. Nimmt man sie zu Null
an, kann der Rechenaufwand auf Kosten der Genauigkeit weiter vermindert wer-—

den.

Tabelle 4.8. Werte der Faktoren S(k.i) fir N=2® und 1Sk<(N/4) [4.17]

—

1.274 -0,528 -0,105 -0,253 -0,025 0.010 -0,052 -0.,125

2 1,276 -0,528 -0,105 -0,254 -0,025 0.010 -0,052 -0,1286
3 0.426 1,028 -0.687 0.285 -0,086 -0,208 -0,312 -0,129
4 1,281 -0.,531 -0,106 0,255

5 0,256 0.621 0,929 -0,385 -0,206 -0,497 0,332 -0,137
6 0.431 1,040 -0.695 0.288 -0,087 -0.211 -0,315 0.131
7 0.186 -0.077 0,386 0,933 -0.765 0,317 0.063 0,152
8 1,307 -0,541

9 0.146 -0.,061 0,304 0,735 0,895 -0.317 -0,074 -0.178
10 0.265 0.640 0,958 -0.,397 -0.212 -0.,512 0,342 -0.141
11 0,122 0,294 0.439 -0,182 0.340 0.821 -0,549 0,227
12 0,450 1,086 —0,726 0,301

13 0,105 0,253 -0.169 0.070 0.231 0,558 0,835 -0,346
14 0,197 -0.816 0.410 0,991 -0,813 0,337 0,067 0.1862
15 0.083 -0,038 -0,008 -0,019 0,188 -0,078 0,391 0.945
16 1,414

k i= 9 10 11 12 13 14 15 16

1 -0,062 -0.026 0,005 -0,012 0,012 -0,052 -0.0286 -0.,083
3 -0,019 -0,046 0,031 -0.013 0,042 -0,102 -0,153 0,063
5 -0,034 -0,083 -0.124 0,052 -0,096 -0,233 0,156 -0,644
it4 -0,054 0,023 -0,113 -0,274 -0,334 0,138 0,028 0,066
9 —0,084 0,035 -0,175 -0,424 0,348 -0,144 -0,029 -0,069
11 -0,136 -0,329 -0,493 0,204 0.109 0,263 -0,176 0,073
13 -0,257 -0,619 0,414 0,171 0,052 0.126 0,188 -0,178

15 —0,856 0,355 0,071 0,170 0,017 -0,007 0,035 0,084
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Wenn alle Fourier—Koeffizienten gewiinscht werden, ist die Anzahl der von der

W-FT bendtigten Multiplikationen gegeben durch
M= (4/2)(4/4) + (8/2)(8/4) + ... + (N/2)(N/4) = (N°-4)/6. (4.24)

Fir den Fall, daB nicht alle Koeffizienten benétigt werden und die Anzahl

der Fourier—Koeffizienten

Q=2" <Nmitr =1,2,...
ist, ergibt sich die Anzahl der Multiplikationen als

M, = (/2)(N/2%) + (@/2%)(N/2°%) + ... + (Q/27)(N/27"!) = N(Q®-1)/(6Q).
Fir Ns64, benotigt die W-FT weniger Multiplikationen als die FFT, fur N>64
ist die FFT besser. Die W-FT bendtigt weniger Multiplikationen fiir alle N,
wenn die Zahl Q der zu berechnenden Koeffizienten relativ klein im Vergleich
zu N ist. Der W—FT—-Algorithmus ist natirlich dann besonders zweckmaBig. wenn

sowohl die Walsh-Koeffizienten wie die Fourier-Koeffizienten zu berechnen

sind.

4.2.6 Berechnung der DFT aus Koeffizienten von Teilfolgen

Unter Verwendung der (WHT)P bei der Berechnung der DFT betrachten wir eine
Moglichkeit zur Gewinnung der DFT-Koeffizienten hdherer Ordnung aus Koeffi-
zienten niedrigerer Ordnung.

In Matrixdarstellung gilt fir die beiden Transformationen:

DFT: X,= [¥:] x. L=1,2,..., r

(WHT) 0 X,,= [H,(L)] x. N =2’

Un die DFT durch die DWHT in Matrixform zu berechnen, schreiben wir

X, =N [WEIH(L)] X, = [T(L)] X,,
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mit der (NxN)-Konversionsmatrix [T(L)] = N’I[Wi][HH(L)}.

Un die Beschreibung zu vereinfachen, zerlegen wir jetzt die Matrix [Tk] in N
Zeilenvektoren [Tk]T = {1, I, ... I ... Ik_li‘ Dabei ist k der Index der
Zeilenvektoren von O bis N-1. Dann filhren wir in dieser Matrix [Tk] mit den

Indizes der Zeilenvektoren die Bitumkehroperation durch, z.B. fiir N=4

T, T,
T, T,
[t J = — BRO —> [T, ] =
T, T,
T T

Die Konversionsmatrix [T

Struktur, z.B.fir N=8

<k)(L)] ist orthogonal und hat eine blockdiagonale

(r.,.,] = =|------ | ---=-- : (4.25)

Dabei ist [T_ _(L-1)] eine (N/2)x(N/2)-Konversionsmatrix und (R, (L-1)]
eine (N/2)xX(N/2)-Restmatrix. Dann ist

Xicws = [T<k>(L)] Xyh’ (4.28)

wobei <k> die Bitumkehr von k symbolisiert. Nach der Substitution (4.25) in
(4.26) haben wir

[T, (L-1)] | 0
KoL) = |- - - ===~ l-=-===--- X

Xy (4.27)
0 | (R, (L-1)]

<k>
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Wir zerlegen nun den Vektor x der Ordnung N in zwei Teilvektoren X, und X, -
Dabei ist x, ein Vektor der Ordnung N/2. der aus den (N/2) oberen Elementen
des Vektors x besteht. wéhrend x, die (N/2) unteren Elementen desselben Vek-

tors enthdlt. Nun kann Xwn wie folgt geschrieben werden

(H, (L-1)] | [H(t-1)] ][ x,(L-1)
Xeul) = |- ----~- l-=-=-=-=--ll----- : (4.28)

[H, (L-1)] |-[H (L-1)] J| x,(1~1)

Die Matrixmultiplikation in (4.28) kann nun folgendermafBen dargestellt wer—
den:

(K, (L-1)] x, (L-1) + [H,(L-1)] x,(1-1)

X, (L) = |- e m e e e

—
ol
i
—
~
—
1%
—~
[l
|
-
~
|
—
Ja o}
o
—~
ol
|
—
~
—
1%
n
—~
0
—-
~

____________ . (4.29)

Gleichung (4.28) stellt die Beziehung zu den Hadamard-Koeffizienten der Ord—

nung N/2 her. Kwax und quz beziehen sich auf die obere und die untere

Halfte des Vektors X . Die Substitution (4.29) in (4.27) fihrt zu

[ [T, (-1 o Xy (1) + Xy, (L1)
Kf<k>(L) =|l--—-—- - - - I ———————————————————
° | R, (t-1)] | | X, (1-1) = X, (L-1)
(T p (1)) (X, (L1)4K, o (L-1))
LR, (L-1)]- [me. (L-1)-X,,, (L-1 )]

Aus (4.26) haben wir

X (L-1)

=1f<k>

[T, (L-1)] X, (L-1)

und X, ., (k1)

[T, (L-1)] X, (L-1).

<k>

Wegen der Struktur von [T<k>(L)] kann man auch schreiben
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X, (L-1) = [T (L-1] X, (L-1) + [T, (L-1)] X, (L-1).  (4.30)

Aus (4.30) ergibt sich dann

Klt<k>(L-1) + X ks

(L-1)

(R, (L-D)[T,, (L-1)1(X, o\, (L-1) = X, , ., (L-1))

<k>

Zur Vereinfachung ersetzen wir [R<k>(L—1)][T<k>(L—1)] durch [Z<k>(L—1)]:

X (1) + X, p x> (L71)
S e
[Z<k>(LT1)](X1t<k>(L—1) - K2!<k>(L—1))
Nun betrachten wir verschiedene Beispiele von [T(L)] mit L =1,2,..., r und
N=27:
(1) L=1, N=2
0 O 1 1
= Ey
(E,] (w,1 =
0 1 1 -1

1 1 1 1 1 0
[T, (1)] = N [W2I[H(1)] = (1/) = :
Durch Bitumkehr folgt:

T,,(0) 0O T, (1) 10
(T,(1)] = = = :
0 R,(0) T,(1) 0 1

<k>

[T, (0] =1[1]. [R, (0] =T[1].
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(2) L=2, N=4:

0 0 11 1 1
0 1 1 —j =1 j
(E,] = : (w;) =
0 2 2 1 -1 1 -1
0 1§ -1 —j
[ T,(2) 1 1 1 1 1 1 1 1
T (2) 1 -j -1 j 1 -1 1-1
[T (2)] = = NP [WE[H,(2)] = (1/4)
T,(2) 1-1 1-1 1 1-1-1
L T,(2) 1§ -1-j 1-1-1 1
1 0 0 0
0 0 (1-j)/2 (1+j)/2
1 0 0
| o 0 (1+j)/2 (1-j)/2
Bitumkehr ergibt:
T,(2)
T,(2)
(T, ..(@)] =
T,(2)
T,(2)
1 o | o 0
o 1 | o o) T, (1) | o
= = - - - = |- === = [= = = — = |- --=--
0 0 [(1-j)/2 (1+j)/2 o | R, (1)
[0 0 J(+i)/2 (1-j)/2
1 o0 (1-1)/2 (1+j)/2
d.h. [T (1)] = . (R, (1)] =

0 1 (1+j)/2 (1-§)/2
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=8 :

L=3,

(3)

1+ -1 —1+j i

—1+]

-]

1+]j

1+j

—1+j -

1

-1+4j -1 1+]

i

-1

-1

(E] =

;-

[w

(K, (3)]
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T,(3) |
T,(3)
T,(3)
T,(3)
[T (3)] = NI [WI[H,(3)] =
T,(3)
T,(3)
T, (3)
T,(3)
1 [¢] 0 0 0 0 0 0
0 o] o] o] (3-j)/4 0 0 (2+3j)/4
0 0 (1-j)/2 (1+j)/2 0 0 o] o]
0 0 0 0 (3+i)/4 (i-1)/4 (1+j)/4 (1-3j)/4
6] 1 6] 0 0 0 6] 0
0 0 0 0 (=1-j)/4 (3-])/4 (2+3])/4 (1-j)/4
0 0  (1+j)/2 (1-j)/2 o 0 0 0
0 0 0 0 0 (3+j)/4 (1-3j)/4 0
Durch Bitumkehr erhalt man:
T,(3)
T,(3)
T,(3)
T, (3) (T, o
[T,,,(3)] = =|--=--- [-=---- =
T,(3) o [|[R,,(2)]
T, (3)
I,(3)
T,(3)
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1 0 0 0 |

0 1 0 0 ]

o 0 (1-i)/2 (1+j)/2 | 0

0 0 (1+j)/2 (1-j)/2 |

i I - - e - -~
| (3-i)/4 o 0 (2+3j)/4
0 [(-1-§)/4 (3-j)/4 (2+3))/4 (1-j)/4

| (3+i)/4 (j-1)/4 (1+j)/4 (1-3j)/4
| o (3+j)/4 (1-3j)/4 0

Mit diesen Beispielen ist die rekursive Erzeugung der Konversionsmatrizen
[T(L)] illustriert. Mit [Wi] = [T(L)][HH(L)] folgt also die Mdglichkeit der
rekursiven Berechnung der Fourier—Koeftfizienten der Ordnung L (L = 1,2,....,r
und r=log2N) durch Koeffizienten der Ordnung L-1, d.h. durch Koeffizienten

von zwei Teilfolgen der Langen N/2.

4.2.7 FFT-Algorithmen fur reelle symmetrische oder antisymmetri-

.sche Datensequenzen

Die DFT transformiert komplexwertige Daten in ebenfalls komplexe DFT-Koeffi-
zienten. Falls die Datenfolge reell ist oder gewisse Symmetrien aufweist,

kann man dies zur Steigerung der Effektivitat ausnutzen.

Sind die Imaginadrteile einer Datenfolge identisch Null, wiirden bei einem Al—
gorithmus fir komplexe Daten etwa 50% der Operation nutzlos ausgefiihrt, in—
dem Nullen addiert oder mit Null multipliziert wiirde. Zur effektiven Berech—
nung der DFT reeller Daten mit einem Algorithmus fir komplexe Daten der
Lange N hat man zwei Mdglichkeiten: Entweder man nutzt den Imaginarteil fiir
die Transformation einer zweiten reellen Funktion der Linge N, oder man
transformiert eine reelle Datenfolge der Linge 2N. Dazu teilt man die Daten—
sequenz in Teilsequenzen mit geraden und ungeraden Indizes auf und betrach-
tet die Folge mit geraden Indizes als Realteil und die mit ungeraden als

Imagindrteil.
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Im ersten Fall berechnen wir die DFT von
x(n) = x,(n) + jx,(n).
wobei xl(n) und xz(n) zwei reelle Folgen der Lange N sind. Die Transforma-
tion der komplexen Funktion x(n) ergibt das Spektrum X‘(k) GemaB Abschnitt

2.1 gilt dann fiir die Spektren von xl(n) und x,(n)

X,, (k) = X, (k) + jX, (k)

(1/2) $X (k) + X, (%K)} + §1X, (k) ~ X, (N-K)}

X,, (k) = X, (k) + jX (k)

1

(1/2) X (k) + X (N-K)} — X (k) — X (N-k)}.

Hierin bezeichnen die Indizes R und I den Real— bzw. den Imagindrteil, sowie
E und O die gerade (even) bzw. ungerade (odd) indizierten Koeffizienten.
Durch eine einfache Nachverarbeitung (Additionen) der Komplexitat O(N) er-

halt man also die komplexen Spektren Xfl(k) und sz(k)‘

Falls man andererseits eine reelle Sequenz der Lange 2N anstelle einer kom-
plexen Sequenz der Lange N transformieren will, sind die Daten in eine ge—
rade indizierte Folge und eine ungerade indizierte Folge der Langen N aufzu-
teilen, die dann als Real— bzw. Imaginarteil der zu transformierenden Se-

quenz x(n) angegeben werden:
x(2n) = xs(n). x(2n+1) = xo(n). n=20,1,....N1.

Aus der transformierten Sequenz der Lange N lassen sich dann DFT-Koeffizien—
ten der urspriinglichen Sequenz der Linge 2N bestimmen [2.1]. Da die Koeffi—

zienten Xf(k) komplex sind, kdnnen sie nur bis k = N-1 bestimmt werden:

Xg on(X) = (1/2) X (k) + X, (NK)} + (1/2)cos(me/N) X, (k) + X (NK)]

~ (1/2)sin(me/N) §X, (k) = X (VK
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X; an(K) = (1/2)4X (k) - X (NKk)} - (1/2)sin(mk/N){X, (k) + X (N-k)}
= (1/2)cos(mk/N) §X, (k) ~ X, (N-K)}.

k=0,1,...,N-1.

Fir beliebig strukturierte reelle 2N-Folgen kann man also nur die ersten N
Koeffizienten (nach Betrag und Phase) bestimmen. Die hierzu erforderliche
Nachverarbeitung benotigt auBer Additionen auch Multiplikationen und die Be—

rechnung (bzw. Abspeicherung) von Sinus— und Cosinus—Werten.

Weitere Vereinfachungen der Berechnung ergeben sich dann, wenn man weitere
Annahmen iiber die Eigenschaften der zu transformierenden Datensequenzen ma—
chen kann, z.B. beziiglich Symmetrie oder Antisymmetrie der Datensequenz
(vgl. Abschnitt 2.1). Wir betrachten nachfolgend einen Algorithmus, der sich

besonders fir solche Fialle eignet.

Ein zusatzlicher Flufligraph fir die Bestimmung der DFT einer reellen Folge
von N Punkten mit einem (komplexen) (N/2)-Punkte-Algorithmus ist im Bild
4.17 angegeben. Dazu werden die gerade indizierten Werte in den Realteil,

die ungerade indizierten Werte in den Imagnirteil eines Vektors x (n) ein-

N/2
geordnet. Durch Transformation erhalt man die (komplexen) Koegfizienten
XN/Z(k)' Mit Hilfe des im Bild 4.17(a) dargestellten SFG ergeben sich die
DFT-Koeffizienten mit OKk<N/4. Da sich fiir jedes k auch ein Koeffizient der
Ordnung (N/2)-k ergibt, liefert die Prozedur die erste Hilfte der Ko<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>